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54. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Ljubljana, 17. april 2010

Naloge za 1. letnik

Naloge re$uj samostojno. Za resevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

Prilepi nalepko s Sifro

N1

N2

N3

N4

1. Za cela stevilaa, b, cind veljaa > b > c > din

(1—a)(1—b)(1—c)(1—d) = 10.

Katere vrednosti lahko zavzame izraza + b — ¢ — d?
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2. Za nenicelna realna Stevila z, y in z velja 3z + 2y = z in % + i = % Dokazi,
da je vrednost izraza 5z — 4y — 2? vedno celo Stevilo.



3. Simetrala diagonale AC pravokotnika ABCD, v katerem je |[AB| > |BC|,
seka stranico C'D v tocki E. KroZnica s srediS¢em E in polmerom AFE seka

stranico AB Se v tocki F'. Najbo G pravokotna projekcija tocke C' na premico
EF'. Pokazi, da tocka G lezi na diagonali BD.



4. Utiteljica je Mateju izrocila Stiri liste papirja, na vsakem je bila zapisana
nenicelna Stevka. Matej je liste postavil v vrsto in tako oblikoval Stirimestno
Stevilo. Ko je dva lista med sabo zamenjal, ne da bi ju pri tem obrnil ali za-
vrtel, je oblikoval Se eno Stirimestno Stevilo. Ali je lahko oblikoval stevili, ki
si nista bili tuji, ne glede na to, katere Stevke so bile zapisane na listih?



54. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije Prilepi nalepko s 8ifro
Ljubljana, 17. april 2010

Naloge za 2. letnik

N1|N2|N3|N4
Naloge re$uj samostojno. Za resevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.
1. Dolo¢i vsa cela stevila n, za katera ima enacba 2> + nx + n +5 = 0 le

celostevilske resitve.
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2. Za katera naravna Stevila n obstaja veckratnik Stevila 7, ki ima vsoto Stevk
enako n?



3. Naj bo O sredisc¢e ostrokotnemu trikotniku ABC' o¢rtane kroZnice K. Sime-
trala notranjega kota pri A seka kroznico K Se v tocki D, simetrala notranjega
kota pri B pa seka kroZznico K Se v tocki E. Oznacimo z [ srediSce trikotniku
ABC vcrtane kroZnice. Koliksna je velikost kota ZAC B, ¢e tocke D, E, O in
I lezijo na isti kroZnici?



4. Vsaka tocka daljice D je rdece ali modre barve. Dokazi, da obstajajo enako
obarvane razli¢ne tocke A, B in C daljice D, daje |AB| = |BC|.
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Naloge za 3. letnik

NI1|N2|N3 N4

Naloge re$uj samostojno. Za resevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

1. Naj bosta p in ¢ polinoma stopnje 3 s celostevilskimi koeficienti, katerih vo-
dilna koeficienta sta si tuja. Naj bo a tako racionalno $tevilo, da sta p(a) in
q(a) celi stevili. Dokazi, da je tedaj tudi a celo stevilo.
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2. Za katera naravna Stevila n obstaja veckratnik $tevila 13, ki ima vsoto Stevk
enako n?



3. Naj bo H viSinska tocka ostrokotnega trikotnika ABC'in D toc¢ka v notranjo-
sti trikotnika ABH. Vzporednica k premici AH skozi tocko D seka stranici
BC in AB v to¢kah K in L. Vzporednica k premici BH skozi tocko D seka
daljici AC'in AB v tockah M in N.

Dokazi, da tocke C, D in H lezijo na isti premici, ¢e tocke K, L, M in N lezijo
na isti kroznici.



4. Vsaka tocka na stranicah trikotnika 7 je rdece ali modre barve. Dokazi, da
na stranicah trikotnika 7 obstajajo take enako obarvane tocke A, B, C'in D,
da je Stirikotnik ABC'D trapez.
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Naloge za 4. letnik

NI1|N2|N3 N4

Naloge re$uj samostojno. Za resevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

1. Pois¢i vsa realna $tevila x z intervala [0, 27), za katera so vsi ¢leni zaporedja
s splosnim ¢lenom

cela Stevila.
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2. Za katera naravna Stevila n obstaja veckratnik $tevila 11, ki ima vsoto Stevk
enako n?



3. Diagonala AC konveksnega Stirikotnika ABCD je simetrala kota ZDCB.
Naj bo E presecisce stranice AB in trikotniku AC' D oc¢rtane kroZnice in naj
bo F presecisce stranice AD in trikotniku ABC' o¢rtane kroZznice. Dokazi, da

se daljice AC, DE in BF sekajo v eni tocki.



4. Dano je naravno Stevilo n. V ravnini leZi 2n + 2 tock, izmed katerih nobene
tri ne lezijo na isti premici. Premica v ravnini je locnica, ¢e na njej lezita dve
izmed danih tock, na vsakem bregu te premice pa je natanko n tock. Doloci
najvecje Stevilo m, za katerega velja, da je v ravnini vedno vsaj m loc¢nic.
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Resitve nalog

I/1. Ker so stevila a, b, ¢ in d razli¢na, so razliécna tudi stevila 1 —a, 1 —b, 1 —cin 1 —d.
Ker je 10 produkt le dveh prastevil, lahko 10 zapisemo kot produkt stirih celih stevil le, ce
sta dve izmed teh Stevil 1 in —1. Preostali Stevili sta tedaj —2 in 5 ali pa 2 in —5.

Zaradia >b>c>dsledil—a<1l—-b<1l—-c<1—d. Zatojel—b=—-1inl—c=1,
od koder sledi b=2inc=0. Cejel —a=—-2inl—d=5,dobimoa=3ind=—4. V
primeru l —a=—-5,1—-d=2pajea=6ind= —1.

Vrednost izraza a + b — ¢ — d je v prvem primeru 3 4+ 2 — 0 — (—4) = 9, v drugem pa
6+2—-0—(—1) =29, torej je edina moznost a +b—c—d =9.

I/2. 1. naéin V drugo enacbo vstavimo z = 3z + 2y in odpravimo ulomke. Dobimo
22 + 3zy + 2y* = 0 oziroma (z + y)(z + 2y) = 0. Od tod sledi x = —y ali z = —2y.

V prvem primeru je = —y in z = —y, zato je 5a? — 4y? — 22 = 5y® — 4y? —y?> = 0.

V drugem primeru je x = —2y in 2 = —4y, zato je 5z —4y? — 22 = 20y — 4y* — 16y* = 0.

2. naéin Iz druge enacbe sledi 2zy = 3yz 4+ xz. Ce prvo enacbo pomnozimo z z, z in y,
lahko izrazimo 2% = 3xz + 2zy, 32% = zx — 22y in 2y? = zy — 3xy. Zato je

4
5 —dy? — 2% = g(zx —2zy) — 2(zy — 3zy) — (Bzz + 22y) = §(2xy —3zy —xz) = 0.

I/3. Oznacimo L/FAE = «. Ker tocka E lezi na si- D E C
metrali daljice AC, je enako oddaljena od A in C, zato %
je sredisce kroznice, na kateri lezijo tocke A, C' in F. ~
Tako velja |AE| = |CE| = |FE|. Zato je ZEFA = AN
/FAE = «. Zaradi vzporednosti AB in CD sledi se G N\~
/DEA=/EAF =ain ZCEF = ZEFA = a. o~
Pravokotna trikotnika AED in CEG se ujemata v kotih RN
in imata enako dolgi hipotenuzi, zato sta skladna. Tako je E
|ED| = |EG|in |CG| = |AD| = |BC|. Od tod sledi, da je
trikotnik DFEG enakokrak in je

JEGD — W—ZQDEG _ 4G2EC _ %.

Po Pitagorovem izreku velja |FB|*> = |FC|*> — |BC|? = |FCJ]? — |GC|? = |FG|?, torej je
|FB| = |FG|. Trikotnik GF B je zato enakokrak in tako velja
T—ZGFB /GFA «

LFGB = —.
¢ 2 2 2

Torej je ZFGB = ZEGD, zato tocke B, G in D lezijo na isti premici.

Opomba. Daje trikotnik F'BG enakokrak, lahko utemeljimo tudi drugace. 1z |CG| = |CB)|
sledi, da je enakokrak trikotnik BCG, torej je ZOUBG = ZBGC in zato

/FGB = g — /BGC = g _ /GBC = /FBG.
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I/4. Odgovor je da. Ce je katera izmed stevk soda, lahko Matej oblikuje dve sodi stevili,
saj sodo Stevko postavi na mesto enic, med sabo pa zamenja dva izmed ostalih listov. Ce je
med Stirimi Stevkami Stevilo 5, Matej postopa podobno. Petico postavi na mesto enic, med
sabo pa nato zamenja dva izmed ostalih listov. Stevili si nista tuji, saj sta obe deljivi s 5. V
kolikor sta dve zapisani Stevki enaki, Matej sestavi neko Stevilo, nato zamenja lista papirja
z isto Stevko in dobi Stevilo, enako prejsnjemu.

Ostane Se en primer in sicer, ko so na listih zapisane stevke 1, 3, 7in 9. S temi Stevkami
Matej lahko oblikuje stevili 1397 in 1793 ali Stevili 1397 in 9317 ali Stevili 9317 in 9713, saj
so vsa ta Stevila deljiva z 11. Lahko pa oblikuje tudi stevili 1739 in 9731, ki sta obe deljivi
s 37.

Opomba. Primer dveh stirimestnih Stevil, ki si nista tuji in katerih stevke so 1, 3, 7 in
9, dobimo z obravnavo razlik oblike ayasaza; — azaiasay, ajasasa; — azasaiay, in tako dalje
(drugo stirimestno Stevilo ima glede na prvo zamenjani dve Stevki). Primer najdemo ze s
pomocjo druge izmed zapisanih razlik. Ker je

a1a20304 — A30201A4 = 2- 32 -5 11((1,1 — ag)

in nobeno §tevilo s stevkami 1, 3, 7, 9 ni deljivo z 2, 3 ali 5, je smiselno poiskati stevilo,
deljivo z 11. Ce Matej sestavi stevilo @razazas, deljivo z 11, je z 11 deljivo tudi @zazaras.
Racunamo lahko po vrsti. Stevilo 1379 ni deljivo z 11, 1397 pa je. Matej lahko sestavi stevili
1397 in 9317.

IT/1. Kvadratna enacba ima lahko celostevilske resitve le, ¢e je diskriminanta popoln
kvadrat. Izracunamo lahko D = n? — 4(n +5) = (n — 2)? — 24. Torej za neko nenegativno
celo stevilo m velja m? = (n — 2)? — 24, oziroma

24=(n—-2°-m?>=n+m-—2)(n—m-—2).

Ker sta stevili n +m — 2 in n — m — 2 iste parnosti in je m > 0, imamo 4 moznosti.
Cejen—m—2=—12inn+m—2= -2 jen = —5 (in m = 5), kvadratna enacba pa
ima resitvi x; = 0in 9 = 5. V primerun—m —2=—-6inn+m—2=—4jen= -3 (in
m = 1), resitvi kvadratne enacbe pa sta x; = 1 in 25 = 2.
Cejen—m—2=2inn+m—2=12 jen =9 ter m = 5, kvadratna enacba pa ima
reSitvi 1y = —7in xo = —2. Vprimerun—m—2=4inn+m—-2=6jen=7inm =1,
resitvi kvadratne enacbe pa sta ;1 = —4 in 29 = —3.
Vse mozne vrednosti Stevila n so torej —5, —3, 7 in 9.

2. nacin Naj bosta x; in x5 celostevilski resitvi te kvadratne enacbe. Predpostavimo lahko
Se 1 < x9. Po Vietovih pravilih velja 7 + x9 = —n in x129 = n + 5. Ce enacbi sestejemo,
dobimo x1x3 + 1 + x5 = 5 in zato

Kerje6=1-6=2-3=(—3)-(—2) = (—6)-(—1), dobimo $tiri moznosti. V prvem primeru

jexy =0, x9 = 5, vdrugem z; = 1, x5 = 2, v tretjem 1 = —4, 9 = —3 in v zadnjem
r1 = =7, 9 = —2. S pomocjo x1 + x5 = —n izracunamo, da je Stevilo n enako —5, —3, 7 ali
9.



I1/2. Stevilo, katerega vsota stevk je 1, je potenca stevila 10 in ni veckratnik 7. Zato
ne obstaja tak veckratnik Stevila 7, da bi bila vsota Stevk enaka 1. Poskusimo najti tak
veckratnik, da bo vsota Stevk enaka 2. To stevilo mora imeti dve Stevki enaki 1. Preverimo
po vrsti nekaj takih naravnih stevil. Stevila 11, 101 in 110 niso deljiva s 7, 1001 pa je.

Naravno Stevilo oblike 10011001 ...1001, v katerem smo k-krat zapored zapisali stevilo
1001, ima vsoto Stevk enako 2k in je ocitno veckratnik 1001, torej je veckratnik Stevila 7.
Zato za vsa soda naravna Stevil n obstaja Stevilo m, ki je veckratnik 7, da je vsota Stevk
Stevila m enaka n.

Vsoto stevk enako 3 ima Stevilo 21, stevilo oblike 2110011001 ...1001, kjer smo za 21
zapisali k-krat zapored stevilo 1001, ima vsoto Stevk enako 3 + 2k in je veckratnik Stevila
7. Zato za vsa liha naravna Stevila n vec¢ja od 1 obstaja Stevilo m, ki je veckratnik 7, da je
vsota Stevk Stevila m enaka n.

Pokazali smo, da za natanko vsa naravna Stevila n razen 1 obstaja veckratnik stevila 7,
katerega vsota stevk je n.

I1/3. Ker je trikotnik ABC' ostrokotni, lezita
tocki I in O na istem bregu premice ED. Iz po-
goja, da lezijo tocke D, E, I in O na isti kroznici,
zato sledi ZDOF = ZDIFE. Oznacimo kote v tri-
kotniku z o, 5 in v in z njimi izrazimo kota ZDOFE
in Z/DIFE.

Velja ZDOFE = ZEOC + ZCOD. Ker je srediséni
kot dvakrat vecji od obodnega, je LZCOE =
2/CBE. Premica EB simetrala kota CBA, zato
je ZOBE = £84 — L Torej je ZCOE =
2/CBE = . Podobno je ZDOC = 2/DAC =
2.5 =ain tako ZDOE = a + 3.

Velja /DIE = /AIB = 7 — /BAI — Z/IBA =
m— % — 5. Iz enakosti ZDOE = ZDIE sledi 7 = 3(a + ) ozirtoma o + 8 = 2. Torej je
y=r—a—-p3=2%.

IT/4. Daljico razdelimo na tri B A C B A
enako dolge dele. Na srednjem delu R "
gotovo obstajata dve tocki enake barve. Denimo, da sta ti tocki rdeci in ju oznac¢imo z A in
B. Naj bo A’ slika tocke A pri zrcaljenju ¢ez tocko B in B’ slika tocke B pri zrcaljenju ez
tocko A. Ce je ena izmed tock A’ in B’ rdeca, smo Zeljene tri tocke nagli. Predpostavimo
torej, da sta obe tocki A" in B’ modri. Naj bo C razpolovisée daljice AB. Torej je C tudi
razpolovisée daljice A’B’. Ce je C rdeca, so A, B in C iskane tocke, sicer pa so A, B’ in C
iskane tocke.

I1I/1. Naj bo p(z) = by23 + c12? + dix + e1 in q(x) = box® + cyx? + dyx + €. Zapisimo
a = = kot okrajsan ulomek, kjer sta r in s celi stevili in je s > 0. Oznacimo p(a) = m in
q(a) = n. Tedaj velja
rs r? r rs r? r
bl'—3+01'—2+d1'—+€1:m, bQ'—+CQ'—+d2'—+€2:n.
s s s s s

Ce obe ena¢bi pomnozimo s s%, dobimo

bird 4+ 1725 + dirs® + 185 = ms>,  bor 4 cor?s + dors® + €985 = nsS.



Od tod sledi, da s deli b3 in byr®. Ker je stevilo s tuje r, mora s deliti b; in by. Ker pa sta
po predpostavki by in by tuji Stevili, je zato s = 1. Torej je a = r, kar je celo Stevilo.

ITI/2. Ker so vsa stevila, katerih vsota stevk je 1, potence stevila 10, ki niso deljiva z 13,
ne obstaja veckratnik stevila 13, ki bi imel vsoto stevk enako 1.

Poskusimo najti stevilo m, deljivo s 13, katerega vsota stevk je 2. Ocitno bo imelo
stevilo m dve stevki enaki 1, ostale pa 0. Preverimo po vrsti prvih nekaj takih naravnih
stevil. Ocitno 11, 101 in 110 niso veckratniki 13, 1001 pa je.

Podobno poskusimo najti stevilo m z vsoto stevk 3. Naj bo m = 10% + 10° + 10, kjer je
a > b > c. Ostanek stevila 10% pri deljenju s 13 je 9 in ostanek 10® pri deljenju s 13 je 12,
ostanek 10 je 3, ostanek 10° je 4 in ostanek 10° je 1. Vidimo, da je vsota ostankov, ki jih
dajo stevila 102, 10* in 105, enaka 13, torej 13 deli 101010.

Stevilo oblike 10011001 .. .1001, kjer smo k-krat zapisali 1001, je veckratnik 1001 in zato
tudi 13, ter ima vsoto stevk 2k. Stevilo oblike 10101010011001 . ..1001, kjer smo najprej
zapisali 101010 in nato k-krat 1001, je prav tako veckratnik 13 in ima vsoto Stevk enako
3+ 2k.

Pokazali smo, da za natanko vsa naravna stevila n razen 1 obstaja veckratnik Stevila 13,
katerega vsota Stevk je enaka n.

IT1/3. Oznacimo kot LZABC' z 3. Ker je pre- C
mica KL vzporedna z viSino na stranico BC), je
torej pravokotna na BC'. Zato je trikotnik K LB /\
pravokotni in velja ZKLB = 3 — (3. Torej je
ZKLN = 3 — 3. Ker je stirikotnik KLMN  te-

tiven, velja ZKMN = ZKLN = 5 — f3.
V stirikotniku KDMC velja ZDKC+/ZDMC =

5 + 5 = m, zato je tetiven tudi Stirikotnik
KDMC. Torej jo /DCK = /DMK =
INMK =% — 3. y 7 N >

B
Oznacimo z E tocko, kjer premica C'D seka stranico AB. Ker smo izracunali, da v trikotniku
CEB velja ZECB = § — B ter je ZEBC = 3, velja ZBEC = 7. Torej je premica skozi
tocki C' in D pravokotna na stranico AB, zato na njej lezi tudi tocka H. Tocke C', D in H

zato lezijo na isti premici.

ITI/4. Naj bodo A, B in C oglis¢a danega triko- C
tnika ter A", B’ in C’ razpoloviséa stranic BC', C'A in
AB. Vsaj dve izmed tock A’, B" in C’ sta iste barve.
Predpostavimo lahko, da sta to tocki A" in B’ ter da
sta rdece barve. Daljica A’B’ je vzporedna stranici AB.
Ce na stranici AB obstajata dve rdeci tocki, smo nagli
iskani trapez. Sicer obstaja najve¢ ena rdeca tocka. Ce
taka tocka obstaja in je razlicna od A in B, jo oznac¢imo
z D. V nasprotnem primeru naj bo D neka od A in B
razlina tocka na stranici AB. Torej so vse tocke na
daljici AB, razen morda tocke A, B in D, modre barve.

A E  C'F' D B

Denimo, da na stranici AC' obstajata dve med seboj in od A razli¢ni tocki modre barve.
Oznac¢imo ju F in F' tako, da je E blize A. Naj bo F’ od A razlicna tocka modre barve na
daljici AD. Naj bo E’ presecisce daljice AD in vzporednice k premici F'F’ skozi tocko E.
Tedaj je EE'F'F iskani trapez.



Na enak nacin sklepamo, da obstaja iskani trapez ali pa na stranici BC' obstaja najvec
ena od B razlicna tocka modre barve. V tem primeru sta obe stranici AC' in BC' skoraj
celi rdece barve in tako zlahka najdemo iskani trapez, ki ima za ogliS¢a presecisca dveh
vzporednih premic s stranicama AC' in BC. Tako smo pokazali, da iskani trapez vedno
obstaja.

IV /1. Stevili a; in ay sta celi. Ker je a; = o, Uy = lex) in velja cos(2r) = 2(cosx)*—1,
sledi ag = 2cos% — = 2{12. Ker je ay celo §tevilo, je 2 — a? delitelj a?. Zato 2 — a? deli 2 — a?
1

in a?, torej deli tudi njuno vsoto, ki je 2. Tako je 2 — a? eno izmed Stevil —2, —1, 1 oziroma
2.

V prvem primeru dobimo a? = 4, v drugem a? = 3, v tretjem a7 = 1 in v zadnjem a? = 0.
Ker je a; celo in nenicelno stevilo, so moZnosti lea; =—-2,a1=2,a,=—-1ina; =1. Od
tod sledi, da je stevilo x lahko enako le 0, %, 3 , T, “ ali %’r

Ceje z =0, je a, = 1 za vsak n. Ce je z = , dobimo zaporedje —1,1,—1,1,.... V
ostalih §tirih primerih opazimo, da je a,.¢ = a,, kajti za vsako celo stevilo a velja

(n+6)-ar n-am n-am
Cos N a— :cos( 3 —|—2a7r>:cos( 5 )

Zato je dovolj preveriti, da so prvih Sest clenov zaporedja cela Stevila. V primerih x = 3 in
5%dobimoal:Q,ag:—Q, az = —1, a4 = =2, a5 = 2, ag = 1. Cejex——”ahx— ;,pa
je prvih Sest clenov zaporedja enakih —2,—-2,1, -2, -2, 1.

Resitve naloge so realna Stevila 0 w4 in 5

3 3

73737

IV /2. Oznacimo vsoto Stevk naravnega stevila m z S(m). Velja S(11) = 2. Opazimo, da
ima prvih nekaj veckratnikov sodo vsoto stevk. Prvi veckratnik, ki ima liho vsoto stevk je
209 = 19-11, vsota stevk je 11. S pomocjo teh dveh primerov lahko konstruiramo veckratnike
z vsoto Stevk n za skoraj vsa naravna stevila n. Stevilo oblike 11...11, kjer smo 11 zapisali
k-krat zapored, je deljivo z 11 in ima vsoto Stevk enako 2k. Torej za vsako sodo stevilo n
obstaja veckratnik 11, ki ima vsoto stevk enako n.

Vsoto stevk 11 ima stevilo 209. Stevilo oblike 20911 .. .11, kjer 209 sledi k-krat zapisano
11, je deljivo z 11 in ima vsoto Stevk enako 11 4 2k. Zato za vsako liho Stevilo n, ki je vecje
ali enako 11, obstaja veckratnik 11 z vsoto Stevk n.

Konstruirali smo veckratnike za vsa naravna Stevila, razen 1, 3, 5, 7 in 9. Pokazimo, da
veckratniki z vsoto stevk 1, 3, 5, 7 ali 9 ne obstajajo.

Naj bo m veckratnik stevila 11. Denimo, da je S(m) < 9. Oznac¢imo z L vsoto Stevk
Stevila m na lihih mestih, z D pa vsoto Stevk na sodih mestih. Ker je S(m) = L + D,
sledi L, D < 9. Po kriteriju za deljivost z 11 sledi, da je L — D deljivo z 11. Hkrati pa
je -9 < -D < L-D<L <Y, torej mora biti L — D = 0 oziroma L = D. Tedaj je
S(m) = L+ D = 2D, torej sodo stevilo, s ¢imer smo pokazali, da veckratnik Stevila 11 ne
more imeti vsote Stevk enake 1, 3, 5, 7in 9.

Veckratnik stevila 11, ki ima vsoto stevk enako n, obstaja za vsa vsa naravna Stevila n
razen 1, 3, 5, 7 in 9.

Opomba Navedimo kriterij za deljivost z 11. Naravno §tevilo @,a,_1 ... asaiag je deljivo z
11 natanko tedaj, kadar je stevilo ag — a; +as —asz + ...+ (—1)"a, deljivo z 11. Res, razlika
teh dveh stevil je

an - (10" — (=1)") + ... 4+ ag- (10> = 1) +a; - (10 + 1) +ap(1 — 1)



in to $tevilo je deljivo z 11, saj so z 11 deljiva Stevila oblike 10%**! 41 in 10%* — 1.

IV /3. Naj bo G presecisce daljic AC in BF. Tocke D
A, B, C'in F lezijo na isti kroznici, zato je ZAFB =
/ACB. Diagonala AC razpolavlja kot ZDC B, zato
je ZACB = Z/DCA. Torej velja ZAFG = Z/DCA,
od koder sledi ZGFD + £ZDCG = w. Zato tocke C,

D, F in G lezijo na isti kroznici.

Tocke A, E, C' in D lezijo na isti kroznici, zato je
JAEC = 1w — ZADC. Od tod sledi ZCEB = 7 —
JAEC = ZADC. Ker je stirikotnik CDFG tetiven,
velja /ZFGC =7 — /ZFDC in zato /FGA = /ZFDC. A
Torej velja /ZBGC = LZFGA = ZFDC.

Pokazali smo /ZCEB = ZADC in /BGC = ZADC,
torej ZOEB = ZBGC. Od tod sledi, da je stirikotnik
BCGE tetiven. Zato je /BEG = n— /ACB oziroma B
/GEA = ZACB. Hkrati je ZACB = LZACD, saj je

AC' simetrala kota ZDCB, iz tetivnosti stirikotnika AECD pa sledi ZACD = ZAED.
Dobili smo torej ZGEA = ZDFEA, od koder sledi, da so tocke E, G in D kolinearne. To
ravno pomeni, da se daljice AC', BF in DFE sekajo v eni tocki.

Opomba. Nalogo je mozno resiti s pomocjo poten- D
¢nega sredisca treh kroznic. Oznacimo s Ky trikot- Ko

niku ABC o¢rtano kroznico, trikotniku AC'D ocrtano

kroznico pa s Ko. Ker so tocke A, B, C' in F kon-

ciklicne, velja ZAFB = ZACB. Diagonala AC je

simetrala kota Z/DCB, zato je ZACB = /DCA.

Ker tocke A, E, C in D lezijo na isti kroznici, je

/DCA = ZDFEA. Dobili smo ZAFB = Z/DFEA, od

koder sledi

/BFD=7—/AFB=n—/DFEA=/BED.

To pomeni, da so tocke D, F, E in B koncikli¢ne.

Kroznico skozi te tocke oznacimo s KCs.

Kroznici K in Ky se sekata v tockah A in C, kroznici Ky B

K1 in K5 se sekata v tockah B in F', kroznici Ky in 3 pa se sekata v tockah D in E. Torej
je AC potencéna premica kroznic K in Ko, BF potenéna premica kroznic Ky in K3 ter DE
je poten¢éna premica kroznic Ky in K3. Ker se potencne premice treh kroznic sekajo v eni
tocki (potenénem srediséu), sledi, da se premice AC, BF in DE sekajo v isti tocki.

IV /4. Pokazali bomo, da je najmanj n + 1 premic, ki potekajo skozi dve izmed danih
tock, locnic. Najprej podajmo primer, v katerem je lo¢nic totno n + 1. Naj bodo tocke
oglisca pravilnega (2n+ 2)-kotnika. Oznaé¢imo jih z Ay, As, ..., Agpie. Zavsak 1 <i<n+1
je o¢itno premica A;A; .1 locnica. Nobena druga premica ni lo¢nica, zato je lo¢nic natanko
n+ 1.



Pokazimo Se, da vedno obstaja vsaj n+1 lo¢nic ne glede na polozaj
tock. Pokazali bomo, da poteka skozi vsako izmed danih tock vsaj
ena lo¢nica. Naj bo A ena izmed tock in Aj, As, ..., As,iq pre-
ostale tocke. Opazujmo premice AA;, AAs, ..., AAy, 1. Obar-
vajmo del ravnine, ki lezi na enem bregu premice AA;, rdece. Naj A
bo r; Stevilo toc¢k v rdecem delu (premica AA; ni v rde¢em delu). !
Rdeci del ravnine bomo vrteli okoli tocke A v pozitivni smeri. V Ay

vsakem koraku zavrtimo tako, da slika rdecega dela meji na na-

slednjo mozno premico izmed AA;, AAs, ..., AAg,+1. Predpostavimo lahko, da si premice
sledijo po vrsti AA;, AA,y, ..., AAy, 1 in nato ponovno AA;. Naj bo 7;41 Stevilo tock v
rdecem delu ravnine po tem, ko smo rdeci del zavrteli i-krat.

Denimo, da smo v nekem koraku imeli
premico AA; in pripadajoci rdec¢i del rav-
nine ter smo nato rdeci del zavrteli tako,
da je mejil na premico AA;;;. Lo¢imo
stiri primere glede na polozaj tock A; in
A1, Ce je tocka A,y lezala v prvo-
tnem rdecem delu in A; lezi v zavrtenem
rdecem delu, velja r; = r;y;. Ce je tocka
Aiyq lezala v prvotnem rdecem delu, tocka A; pa ne lezi v zavrtenem rdecem delu, se je
stevilo tock v rdecem delu zmanjsalo za 1, torej r;y; = r; — 1. Denimo, da A;;; ni lezala v
prvotnem rde¢em delu. Ce A; ne lezi v novem rdecem delu, ponovno velja r;41 = 7, sicer
paje ri =71 + 1.

A3 A3

A2 A2

Al Al

V vsakem koraku se Stevilo rdecih tock spremeni najvec¢ za 1. Vsa Stevila so cela. Na
zacetku je bilo r; tock v rdecem delu, po 2n + 1 vrtenjih pa pridemo do situacije, ko rdeci
del ponovno meji na premico AA;, vendar je na nasprotnem delu premice AA; kot je bil na
zacetku. Zato je stevilo tock v rdeéem delu na koncu enako 2n —r;. Ce je 11 = n, je premica
AA; locnica. Sicer je eno izmed stevil r; oziroma 2n — r; vecje od n, drugo pa manjse. Pri
vrtenju rdecega dela se Stevila r; spreminjajo za 1, kar pomeni, da obstaja korak, v katerem
je r; = n. Pripadajoca premica AA; je tedaj loCnica.

Pokazali smo, da skozi vsako tocko poteka locnica. Ker je tock 2n+ 2, tako dobimo 2n+ 2
premic, pri cemer smo vsako premico steli dvakrat (po enkrat za vsako tocko, ki lezi na njej).
Tako je lo¢nic vedno vsaj % =n+1.



