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55. matemati¢no tekmovanje
' srednjeSolcev Slovenije
1 Nova Gorica, 16. april 2011

Naloge za 1. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

Prilepi nalepko s Sifro

N1

N2

N3

N4

1. Doloti vsa prastevila p in g, za katera je tudi $tevilo 2° + p* + ¢* prastevilo.

2. Poisdi vsa realna $tevila = in y, za katera velja x + y> = zy + linzy = 4 + .

3. V Sestkotniku ABCDEF velja ZBAF = 150°, ZACB = ZADC = 90°,
|AC| = |BC|, trikotnik ABC' je podoben trikotniku ADFE in trikotnik BC'D
je podoben trikotniku DEF'. Izracunaj razmerje dolZin daljic AB in AF.

4. Tabela 4 x4 je razdeljena na 16 kvadratkov. Na to tabelo postavljamo ploscice

oblike

.. (ploscico lahko zasukamo),

ki pokrijejo vsaka po dve polji. Najmanj koliko plo$¢ic moramo postaviti na
tabelo, da bo imelo vsako nepokrito polje vsaj eno sosednje polje pokrito?

(Polji sta sosednji, ¢e imata skupno stranico.)

(© 2011 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli




55. matemati¢no tekmovanje

/ | srednjeéqlcev Sloyenije Prilepi nalepko s Sifro
1 Nova Gorica, 16. april 2011

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.

Naloge za 2. letnik

N1|N2| N3 N4

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

1.

Poisc¢i vsa naravna Stevila m in n, za katera je vsota najvecjega skupnega
delitelja in najmanjSega skupnega veckratnika enaka 101.

DokaZzi, da za vsak par realnih Stevil z in y velja neenakost
[ +yl+ e+ 1+ ]y +1] > 2.
Pri katerih $tevilih = obstaja tako stevilo y, da velja |z +y|+|x+1|+|y+1| = 2?

Naj bo P taka tocka znotraj trikotnika ABC, da je ZCBP = ZPAC. Prese-
¢iS¢e premice AP s stranico BC' oznacimo z D, preseciS¢e premice B P s stra-
nico AC pa z E. Trikotnikoma ADC in BEC o¢rtani kroZnici se sekata v
tockah C in F. Pokazi, da je premica C'P simetrala kota DFE.

Tabela 7x 7je razdeljena na 49 kvadratkov. Na to tabelo postavljamo ploscice
oblike

.. (ploscico lahko zasukamo),

ki pokrijejo vsaka po dve polji. Najmanj koliko plos¢ic moramo postaviti na
tabelo, da bo imelo vsako nepokrito polje vsaj eno sosednje polje pokrito?
(Polji sta sosedniji, ¢e imata skupno stranico.)

(© 2011 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



55. matemati¢no tekmovanje

/ | sredn]eéqlcev Sloyenije Prilepi nalepko s Sifro
1 Nova Gorica, 16. april 2011

Naloge za 3. letnik

N1|N2| N3 N4

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

1. Doloti vsa cela Stevila z, za katera je Stevilo 922 — 40z + 39 potenca prastevila.
(Naravno Stevilo m je potenca prastevila, ¢e je m = p® za neko prastevilo p
in nenegativno celo stevilo a.)

2. Pois¢i vse polinome P s celimi koeficienti, za katere velja: za vsako celo
Stevilo a in vsako prastevilo p, ki deli P(a), velja, da p deli a.

3. Tocka O je srediSc¢e kroZnice K in lezi na kroznici K s srediS¢em O,. Kro-
znici K in Ky se sekata v tockah A in B. KroZnica K; seka daljico O10; v
tocki C'. Premica BC seka kroznico Ky v tockah B in D, premica AD pa seka
kroZnico K; v tockah A in E. Naj bo F' razpolovisce daljice AE. Dokazi, da
premici O; A in O; D razdelita kot CO; F' na tri enake dele.

4. Za katera naravna Stevila n > 3 je moZno tabelo razseZnosti n x n brez pre-
krivanja pokriti s ploS¢icami

in [T []?

(© 2011 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



55. matemati¢no tekmovanje

' srednjeSolcev Slovenije
1 Nova Gorica, 16. april 2011

Prilepi nalepko s Sifro

Naloge za 4. letnik Y FNy e
Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.
1. Ali obstaja celo $tevilo n, za katerega so vse ni¢le polinoma p(z) = z* —

201122 + n cela stevila?

2. Dolo¢i vse funkcije f: R — R, za katere velja f(z+y) = f(xr—y)+2f(y) cosx

za vsa realna Stevila x in y.

3. Dan je konveksen stirikotnik ABC'D, toc¢ki E in F' na stranici AB ter tocka G
na stranici C'D, da so stirikotniki ABCG, AFCD in EFCG tetivni. Dokazi,
da je |AE| = |F B| natanko tedaj, ko sta stranici AB in C'D vzporedni.

4. Za katera naravna Stevila n > 5 je moZno tabelo razseZnosti n x n brez pre-

krivanja pokriti s plos¢icami

(© 2011 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli

in [TTTT]?



: 55. matematicno tekmovanje
d Nl[FA srednjesSolcev Slovenije

Nova Gorica, 16. april 2011

Resitve nalog

I/1. Ce je (p,q) resitev naloge, je tudi (¢, p) reditev. Zato je dovolj obravnavati primer
p < q. Ocitno p = ¢ = 2 ni resitev. Ce sta p in ¢ lihi prastevili, je stevilo 22 + p? + ¢* sodo
in vec¢je od 2, zato ni prastevilo. Torej je p = 2.

Ugotovimo, kdaj je stevilo 8 + ¢2 prastevilo. Ce je ¢ = 3, je 8 4+ ¢ = 17 prastevilo. Sicer
je s 3 deljivo eno izmed $tevil ¢ — 1 oziroma ¢+ 1, zato 3 deli 9+ (¢ — 1)(¢+ 1) =8+ ¢* in
ni prastevilo.

Stevilo 22 + p? + ¢2 je prastevilo le, cejep=21ing=3 ali p=3in g = 2.

Ugotovitev, da v primeru, ko sta Stevili p in ¢ lihi, 22 + p? + ¢ ni prastevilo...1 totka

Sklep, daje p=2ali =2 ... e ettt 1 tocka
Vprimeru p =g =2 Ni reSiteV . ......itiiitiiii it ie et tatararaneneaenns 1 tocka
ReSIteV P = 2, = 3.ttt i e i i i e e et 1 tocka
ReSIteV P =3, = 2.ttt i i it e e e 1 tocka
Sklep, da 3 | 8 + ¢* v primeru, ko prastevilo ¢ ni deljivos 3 .................. 2 tocki

I/2. Iz prve enacbe sledi #(1 —y) = 1 — y? oziroma (1 —y)(x —1—5y) =0. Cejey =1,
ta enacba velja, iz druge pa sledi x = 5. V primeru y # 1 dobimo x = 1+ y. Skupaj z drugo
enacbo tedaj velja (1 + y)y = 4 + y oziroma y* = 4. Od tod sledi y = 2 ali y = —2.

Enachbi veljata za stevili z =5, y = 1, stevili x = 3, y = 2 in Stevili z = -1, y = —2.
Razcep (1 —y)( — 1 —4) =0 tuuurniiiiiiiii i iiiaii e iiia e nannas 1 tocka
Sklep, daje y =1 ali £ = 14 4 «uurrniriii it i ia e e e ianannnns 1 tocka
ReSitev & = 5, = 1 ottt i i ittt it ettt 1 tocka
V primeru y # 1 zapis ene enalbe, v kateri nastopa le spremenljivka y ....... 1 tocka
Izpeljava 52 = 4 .. e, 1 tocka
ReSitev = 2, & = 3 .1ttt i i i ittt i it i 1 tocka
ReSitev = —2, 0 = — 1 .ottt i i et e et et a i e 1 tocka

2. nacin Iz druge enacbe izrazimo r = % + 1 in vstavimo v prvo, Se prej pa preverimo,
da v primeru y = 0 ne dobimo nobene resitve. Tako imamo 3 +1+y? =5+ y oziroma
y® —y? — 4y +4 = 0. Preoblikujemo v y?(y — 1) —4(y — 1) = 0 oziroma (y — 1)(y* — 4) = 0.
Od tod sledi y =1 ali y> =4, torej y =1 aliy =2 ali y = —2.

Enacbi veljata za Stevili x =5, y = 1, stevili x = 3, y = 2 in Stevili z = -1, y = —2.
lzrazava v = 2+l ali y = 5 ... 1 totka
Utemeljitev, daje y £ 0 0ziroma = # 1 ...t ii e iiaeiean s 1 tocka
Zapis ene enacbe, v kateri nastopa le spremenljivka y alile x................ 1 tocka
Razcep (Y — 1) (4% —4) = 0 o vue it 1 tocka
ReSitev & = 5, = 1 ottt i i ittt it i st i 1 tocka
ReSitev = 2, & = 3 .1ttt i i ittt i ettt 1 tocka
ReSitev y = —2, 0 = — 1 .ot i e ettt 1 tocka

© 2011 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



I/3. Oznac¢imo |AB| = a. Ker je ABC enakokrak B A

pravokotni trikotnik z vrhom C, je |AC| = % = “TZ in

ZABC = /BAC = 7. Zaradi podobnosti trikotnikov ADE F
in ABC sledi ZAED = ZACB = 7 in |[DE| = |AE).

Iz podobnosti trikotnikov BC'D in DEF sklepamo /BCD = C K
/DEF in % = % Torej je D

JACD = /BCD — g — /DEF — g — JAEF
n
|AC| |BC| |DE| |AE]
\CD| |CD| |EF| |EF|
zato sta si trikotnika AC'D in AE'F podobna in velja se ZCAD = /EAF.
Iz

150° = /BAF = /BAC + /CAD + /CAE + /EAF = g +2/CAD

sledi ZCAD = 30°. Tako je trikotnik C'AD polovica enakostranicnega trikotnika in je
|AD| = M = %ﬁ. Trikotnik ADE je enakokrak pravokotni trikotnik, zato je |AFE| =

‘A—\g' = ‘%/g. Upostevamo Se, da je trikotnik AFEF polovica enakostrani¢nega, in izracunamo

|AF| = —‘AEJ\@ = ‘%“. Dobili smo 48l — &

|AF] — 3
SKIEP |AC| = 02 et 1 totka
Zapis enakosti kotov /BC'D = ZDFEF ali razmerja % = ‘g—g“ .............. 1 tocka
Ugotovitev: trikotnika ACD in AEF stasipodobna........................ 1 tocka
1Zra€un ZOAD = 300 ittt it et et et i et 1 tocka
Izralun |AD| = “T‘/é (ali zapis |AD| = %) ................................ 1 tocka
lzratun |AE| = 2 (ali zapis [AE| = 21) ... 1 totka
Zaklju€ek |AB|: [AF| = 8. 1 totka

I/4. Na tabelo lahko polozimo stiri ploséice, kot prikazuje
prva slika. Vsako nepokrito polje ima vsaj eno sosednje polje po-
krito. Utemeljimo, da z manj kot Stirimi plos¢icami tega ne mo-
remo narediti. Opazujmo ploscico, ki lezi na tabeli. Oznacimo
Se polja, ki so sosednja pokritim. V vsaki vrstici so najvec tri
polja taksna, da so bodisi pokrita bodisi sosednja pokritim, in vsa ta polja so zaporedna.
Enako velja za stolpce in diagonale. Tabela ima §tiri vogalna polja. Ce bi jo lahko pokrili z
najvec tremi plos¢icami tako, da bi bilo vsako polje pokrito ali sosednje pokritemu, bi morala
ena izmed treh ploscic pokriti oziroma biti sosedna vsaj dvema vogalnima poljema, kar ni
mozno.

Primer tabele s Stirimi plos¢icami, ki zados¢a pogojem ...................... 2 tocki
Opazanje, da je problem pokriti vogalna polja ............... ... ..ottt 2 tocki
Opazanje, da je ena ploscica sosednja ali pokrije najve¢ eno vogalno polje ...1 tocka
Utemeljitev, da je ena plostica sosednja ali pokrije najve¢ eno vogalno polje .1 toc¢ka
Zakljuc¢ek, da pogojem ne moremo zadostiti s tremi plos€¢icami ............. 1 tocka



V kolikor tekmovalec pristopi k dokazu, da tri ploScice ne zados¢ajo, vendar tega dela
ne uspe dokazati in ne uspe priti do delnih to¢k po zgornjem kriteriju, lahko prejme za
ta del resitve najvec dve tocki za enega izmed naslednjih sklepov:

Ugotovitev, da je ena ploS€icapremalo ............ ... iiiiiiiiiiiiiinnnnn. 1 tocka
Utemeljitev, da dve plos€icine zadoS€ata .............ccoiiiiiiiiininnnnnnnn 2 tocki

II/1. Naj bo d najvecji skupni delitelj stevil m in n. Tedaj je m = dm; in n = dny,
Stevili my in ny pa sta si tuji. Najmanjsi skupni veckratnik m in n je dmin,. Velja

101 =d + dm1n1 = d(]_ + mlnl).

Ker je 1+ miny > 2 in je 101 prastevilo, je edina moznost d = 1 in mqn; = 100. Stevili
m = my in n = n, sta si tuji. Tisto, ki je deljivo z 2, je zato deljivo s 4. Tisto, ki je deljivo
s 5, je zato deljivo s 25. Mozni pari resitev so (1,100), (4,25), (25,4) in (100, 1).

Zapis M =AMy, M= AN] «eue e e it ae e easasasaseaeaeasnsnsssseessnsnsnnnns 1 tocka
ol b= Yol o = T N R A e 7 1 tocka
Ugotovitev d = 1 (oziroma, Stevili m in n sta si tuji) ........covvviiinnnn... 1 tocka
R TS =11 2= 3 tocke

(V kolikor ni navedenih vseh resitev, se prizna ena totka za eno izmed resitev (1,100)
oziroma (100, 1) in ena totka za eno izmed reSitev (4,25) oziroma (25,4).)

Utemeljitev, da drugih moZnosti ni (to je, upostevanje tujosti Stevil m; in n; pri
reSevanju enacbe m 177 = 100) .. 1 tocka

V kolikor tekmovalec ne vpelje stevil m; in n;, lahko dobi najve¢ 1 to¢ko za upostevanje,
da d deli najmanjsi skupni veckratnik Stevil m in n ali za dokaz, da sta m in n razli¢ne
parnosti.

I1/2. Za vsako realno stevilo a velja |a| > a in |a] > —a. Zato je
[ty > —(z+y), l[e+1fze+1 Jy+1fzy+1 (1)
od koder sledi
[yl e+ +ly+1 > —(z+y)+(@+1)+(y+1) =2

Denimo, da velja enakost. Tedaj veljajo enacaji v vseh treh neenakostih v (1) in je 4y < 0,
r+1>0tery+12>0. Dobimo -1 <x < —y <1 oziroma —1 < x < 1. Ceje—1§x§1
in y = —x, velja

lz+yl+lz+1+ly+1 =2
Zaklju¢imo lahko, da le za realna Stevila x € [—1,1] obstaja stevilo y, da je ta enakost
izpolnjena.

2. nacin. Obravnavajmo primere glede na to, kaksnega predznaka sta stevili x +1 in y + 1.
Loc¢imo 4 moznosti.

1. Ce sta stevili 2 in y obe manjsi od —1, velja x +y < —2 oziroma |z + y| > 2. Zaradi
|z + 1] > 0in |y + 1] > 0 sledi

lr+yl+ |z + 1]+ |y+ 1| > 2. (2)



2. Vprimeruz > —1, y < —1 je
lv+yl+lr+1+ly+l=lr+yl+z+l-y—1=|v+yl +z—y.
Ce je z +y < 0, dobimo
lt+yl+r—y=—(x+y)+z—y=—2y.

Zaradi y < —1 velja —y > 1, torej —2y > 2 in zato velja ocena (2). Ce je x +y > 0,
dobimo naprej |z +y|+r—y=x+y+x—y =22 Zaradiz+y > O0sledi z > —y > 1,
torej je 2z > 2 in velja neenakost (2).

3. Podobno obravnavamo z < —1, y > —1 in prav tako dobimo neenakost (2).

4. Ostane se x > —1, y > —1. Tedaj velja
e +yl+lz+1+ly+1l=lz+yl+z+y+2

V kolikor je x +y > 0, naprej dobimo |z +y|+ 2z +y+ 2 =2(z+y) + 2 > 2, torej velja
neenkost (2). Sicer jex +y <Oinvelja |[r+y|+z+y+2=—(x+y)+z+y+2=2.

Pokazimo, da pri vsakem x € [—1, 1] obstaja tako Stevilo y, da velja enacaj. To Stevilo
je na primer y = —ux, kajti tedaj je y > —1 in zato

lz+yl+lr+1+ly+1=0+r+1+y+1l=2+a+y=2

Utemeljiti moramo Se, da enacba ne more veljati za ostala Stevila z. Pri obravnavi moznosti
smo videli, da velja neenakost (2) v vsakem primeru razen x > —1, y > —1in x + y < 0.
Od tod sledi z < —y < —(—1) = 1, zato velja ocena —1 < z < 1.

Pravilna obravnava enega izmed S&tirih primerov (glede na predznaka 3tevil = + 1 in

y+ 1) ali uporaba ocene [a| > @ .t e 1 tocka
Pravilna obravnava drugega izmed Stirih primerov........................... 1 tocka
Pravilna obravnava tretjega izmed Stirih primerov........................... 1 tocka

(ée tekmovalec k nalogi pristopi z ocenami in ne z obravnavo primerov, se mu dodelita
2 to&ki za uporabo ocene |a| > —a.)
Pravilna obravnava &etrtega izmed Stirih primerov ali ocena |z +y| > —z — y . 1 to€ka

Utemeljitev oziroma jasen zapis, da so obravnavani vsi primeri............... 1 tocka
Ce je —1 <z <1, obstaja y (na primer y = —z), da velja enaéaj ............ 1 tocka
Utemeljitev, da v primeru enac€aja velja —1 <2 <1 ........ciiiiiiiinnann, 1 tocka



II/3. S pomocjo obodnih kotov v §tiri-
kotnikih AFDC in BCEF ter dane enakosti
ZCBP = ZPAC izpeljemo

LCFE = ZCOBE = /ZCBP = /ZPAC
= /LDAC = ZDFC,

zato je premica C'F simetrala kota ZDEF.
Pokazati moramo Se, da tocka P lezi na pre-
mici C'F.

V tetivnem stirikotniku BOEF je ZEBF =
/ECF, v tetivnem S§tirikotniku AFDC' pa
/ACF = ZADF. Zato je

/PBF = /EBF = /ECF = LZACF = LZADF = ZPDF.

Torej tocke B, D, P in F' lezijo na isti kroznici. S pomoc¢jo obodnih kotov v tetivnih
stirikotnikih BDPF in AF DC izpeljemo

LDFP = /DBP = /CBP = /PAC = ZDAC = ZDFC,

od koder sledi kolinearnost tocke C, P in F'.

Ena izmed enakosti /DAC = Z/DFC oziroma /CFE=/CBE .............. 1 tocka
Sklep LOFE = ZDEFC it ee e taa e easaaraneaneannnnnns 1 tocka
Ugotovitev, da je premica C'F' simetrala kota Z/DFEF in sklep, da je treba dokazati
kolinearnost to€k C, P in [ .. it i ittt e et e asarnnnnnnns 2 tocki
Ratun LPBF = /ZPDF (ali ZPEF = ZPAF) «ovviiiiiiiiiiiiiiinniinnnnnns 1 tocka
Stirikotnik BDPF (ali AFPE) je tetiven .........uueeeeeeeneeneneenennenn. 1 tocka
Dokazana kolinearnost tock C, P in F .. ... ettt ieeeaeannnns 1 tocka

IT/4. Na tabelo lahko polozimo
devet ploscic, kot prikazuje prva
slika.  Vsako nepokrito polje ima
vsaj eno sosednje polje pokrito. Ute-
meljimo, da z manj kot devetimi
plosc¢icami tega ne moremo narediti.
Opazujmo ploscico, ki lezi na tabeli.
Oznacimo Se polja, ki so sosednja po-
kritim. V wvsaki vrstici so najvec tri polja taksna, da so bodisi pokrita bodisi sosednja po-
kritim, in vsa ta polja so zaporedna. Enako velja za stolpce in diagonale. Pobarvajmo devet
polj, kot prikazuje tretja slika. Ce bi tabelo lahko pokrili z najve¢ osmimi ploséicami tako,
da bi bilo vsako polje pokrito ali sosednje pokritemu, bi morala ena izmed teh plos¢ic pokriti
oziroma biti sosedna dvema pobarvanima poljema, kar ni mozno.

Primer tabele z devetimi plos¢icami, ki zados¢a pogojem ................... 2 tocki
Primerno barvanje 9 polj (kot na tretji sliki) .....................coiint 2 tocki
Opazanje, da ena plos¢ica ne more hkrati pokriti ali biti sosedna dvema izmed pobar-
Vanih polj ... o e 1 tocka

Utemeljitev, da ena ploScica ne more hkrati pokriti ali biti sosedna dvema izmed po-



barvanih polj . ..... ..o i e 2 tocki

V kolikor tekmovalec pristopi k dokazu, da osem ploscic ne zadoSca, vendar tega dela
ne uspe dokazati in ne uspe priti do delnih tock po zgornjem kriteriju, lahko prejme za
ta del resitve najvec dve tocki in sicer za enega izmed naslednjih sklepov:

Utemeljitev, da Sest plos€icne zadoS€a ...........c.ciiiiiiiiiiiinnnnnnnnnns 1 tocka
Utemeljitev, da sedem ploS€ic ne zadoS€a ............cciiiiiiiiniiiinnnnnn. 2 tocki

ITII/1. Naj bo 922 — 40z + 39 = p™ za neko prastevilo p in nenegativno celo stevilo n. Iz
p" =927 — 40z + 39 = (92 — 13)(z — 3)

sledi 92 — 13 =pF inx —3 =plali 9z — 13 = —p¥ in x — 3 = —p' za neki stevili k in [, kjer
je0<Il<kinn=k+1

Resimo najprej sistem enacb 92 — 13 = p* in 2 — 3 = p. Velja 9(p' +3) — 13 = p* oziroma
14 = p*F —9p! = pl(p"1 = 9). Ce je I = 0, dobimo p* = 23, torej p = 23, k = 1 in = = 4. Sicer
jel>1inp'| 14, torejje p' =2in p* ' —9="7Tali p' =7 in p*'—9 =2. V prvem primeru
dobimo p=2,l=1, k=5 in x = 5, v drugem pa resitve ni.

Ostane $e obravnava sistema enacb 9z — 13 = —pF in 2 — 3 = —p'. Tedaj je 14 =
P9 — p*~!). Edini moznosti sta p = 2, = 1l alip =7, 1 = 1 (v tem primeru [ = 0 ni
mogoce). Pripadajoéi stevili sta x =1 in x = —4.

Nalogi zadoscajo stevila x = —4, x =1, x =4 in z = 5.

Dveizmed reSitev r = —4, x =1, 2 =4 in 2 =5. .. ciiiiiiiiiirinrnnennnnnns 1 tocka
Zapisana Se tretja reSitev . ... ...ttt et 1 tocka
Zapisana Se Cetrta reSitev . ... ..ottt it i i e e et e e et 1 tocka
Razcep p" = (92 — 13)(Z — 3) vt vttt ittt ettt 1 toctka
Sklep 92 — 13 =pFinz—-3=p'ali9z—-13=—pFinz—-3=—p.............. 1 tocka
Popolna obravnava primera 9z — 13 =p  in 2z —3=p' ... ciiiiiiiiiiiinn 1 totka
Popolna obravnava primera 9z — 13 = —pFinz —3=—p' ... ....ciiiiiina... 1 totka

V kolikor s tekmovaléevim pristopom ni mogoce dobiti vseh resitev naloge, tekmovalec
za svoj postopek lahko dobi 1 tocko, &e je z njegovim postopkom mogoce priti do treh
resSitev naloge.

IT1/2. Naj bo P polinom, ki ustreza pogojem naloge in p poljubno prastevilo. Ce je g
prastevilo, ki deli P(p), potem deli tudi p, torej je ¢ = p. Zato za vsako prastevilo p velja
P(p) = £p™ za neko nenegativno celo stevilo m,, ki je lahko odvisno od p.

Polinoma P(z) = £1 o¢itno ustrezata pogojem. Denimo, da polinom P ni konstantno
enak 1 oziroma —1. Naj bo

P(z) = ap2™ + ap_12™ " + ...+ a12 + ay.

Polinom P zavzame vrednosti 1 in —1 kvec¢jemu za konc¢no mnogo prastevil. Zato za ne-
skonc¢no prastevil velja

+p™ = P(p) = app" + an_1p" '+ ...+ a1p+ag

oziroma p | ag. To je mozno le v primeru ag = 0. Zapisimo P(x) = 2*Q(x), kjer je k € N in
() tak polinom s celimi koeficienti, da je Q(0) # 0. Naj bo a celo stevilo in p prastevilo, ki
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deli Q(a). Tedaj p deli P(a), zato deli tudi a. To pomeni, da polinom () ustreza pogojem
naloge. Ker je Q(0) # 0, mora biti polinom @ po zgoraj pokazanem enak 1 oziroma —1. Vsi
iskani polinomi so P(x) = +2", n € Ny. Ti polinomi o¢itno ustrezajo pogojem naloge.

Polinoma P(z) =1 in P(z) = —1 ustrezata pogojem ..............ovvuuunnn. 1 toctka
Ce prastevilo p deli a in P(a), potem plag =0 ..oueneniriinineneinenannan.. 1 tocka
Ce P ni konstanten polinom, j& ag =0 ...euevrirerereneneneienieaeaenennn. 1 tocka
Zapis P(r) = 2"Q(z), kjer je Q(0) 7 0 vueruren i iai e 1 totka
Sklep, da je Q konstanten polinom ......... ... ... i ittt i 1 tocka
Ustrezajo polinomi P(x) = 2", kjer je n neko naravno Stevilo ................ 1 tocka
Ustrezajo polinomi P(x) = —z", kjer je n neko naravno $tevilo .............. 1 tocka
II1/3. Oznac¢imo LABD = «a. Za- D

radi tetivnosti stirikotnika AO,BD je
LAOD = ZABD = «. Srediséni kot
ZAO,C v kroznici Ky je dvakrat vecji od
obodnega kota ZABC, zato je ZAOC' =
2a. Od tod sledi

= 20—a=aqa.
Daljica AB je pravokotna na daljico

0,04 in stirikotnik AO;BOs je deltoid.
Zato je

Ky
/ABO, = LO,AB— g — Z0,0,A

- g — /AO\D — /DO,C = g ~9a.

Upostevamo Se tetivnost stirikotnika AO;BD in izpeljemo ZADO, = ZABO, = §—2a. Ker
je tocka I razpolovisce daljice AE, velja ZAFO, = 5. Od todsledi ZFO,D = §—-/ZFDO, =
2a in

ZAOlF == ZDOlF - ZDOlA =20 —a=aq.

Pokazali smo ZAOF = a = LAOC = ZDO,C, torej premici AO; in DO, razdelita kot
C O F na tri enake dele.

Sklep LAOID = ZABC .t et e et et 1 tocka
Sklep ZAOIC = 2ZABC . o e e e ettt e e 1 tocka
Ugotovitev ZAO1D = ZDO1C ..t e e sttt naennennnn 1 tocka
Izra€un ZABO, = 5 —2/ABC ali zapis kota ZABO, v odvisnosti od enega izmed kotov
LZAOID ali ZD O 0 it e et e e et e e a e 1 tocka
Izraun ZADO, = 5 —-2/ABC ali zapis kota ZADO; v odvisnosti od enega izmed kotov
LAOID ali ZDO1C e ittt ettt et ettt e et 1 tocka
Sklep ZAOF = ZABC ali ZAOF = ZAOD ali ZAOF = ZDOC........... 1 tocka
Zakljuéek, da premici AO; in DO, razdelita kot COF' na tri enake dele...... 1 tocka

ITI/4. Tabelo 3 x 3 lahko pokrijemo s tremi plos¢icami velikosti 3 x 1, tabelo 4 x 4 pa z
eno ploscico velikosti 4 x 4. Utemeljimo, da tabele 5 x 5 ne moremo pokriti. S plos¢icami
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3 x 1 lahko pokrijemo le stevilo polj, deljivih s 3. Tabela ima 25 polj, zato moramo uporabiti
ploscico 4 x 4. V tem primeru preostalih 9 polj o¢itno ne moremo pokriti s tremi 3 x 1
ploscicami.

Naj bo k naravno stevilo. Vsak stolpec tabele 3k x 3k ocitno lahko pokrijemo s k
ploscicami 3 x 1, torej lahko pokrijemo tudi celo tabelo. Pokrijemo lahko tudi vsak pra-
vokotnik velikosti 3k x m in prav tako pravokotnike m x 3k (vsako vrstico pokrijemo s k
plos¢icami 3 x 1).

Vsa naravna Stevila n > 7, ki dajo pri deljenju s 3 ostanek 1, lahko zapisemo v obliki
3k 4 4 za neko naravno stevilo k. Tabele oblike (3k 4+ 4) x (3k + 4) razdelimo na kvadrat
velikosti 4 x 4, pravokotnik velikosti (3k + 4) x 3k in pravokotnik velikosti 3k x 4 (glej
sliko). Kvadrat 4 x 4 pokrijemo s ploscico enake velikosti, ostala pravokotnika pa, kot smo
ze utemeljili, s plos¢icami 3 x 1.

(3k + 8) x 3k
(3k +4) x 3k

(O8]

C.;g ™

- o

e~ 8 x & 3k x 8

4 x4 3k x 4
3k+4 3k +8

Tabelo 8 x 8 lahko pokrijemo s Stirimi plos¢icami 4 x 4. Vsa naravna Stevila n > 11,
ki dajo pri deljenju s 3 ostanek 2, lahko zapiSemo v obliki n = 3k + 8. Tabelo velikosti
(3k+8) x (3k + 8) razdelimo na kvadrat velikosti 8 x 8 in pravokotnika velikosti (3k +8) x 8
ter 3k x 8. Kvadrat pokrijemo s Stirimi ploscicami 4 x 4, pravokotnika pa s plos¢icami 3 x 1.

Pokrijemo lahko tabele n X n za vsa naravna Stevila n > 3 razen n = 5.

Pokritji tabel 3 X 3 in 4 X 4 ... e 1 tocka
Utemeljitev, da se tabele 5 x 5 ne da pokriti ................ ...t 2 tocki
Pokritje tabele 8 X 8 ... i e 1 tocka
Utemeljitev, da lahko pokrijemo tabele 3k x 3k (ali 4k x 4k) ................ 1 tocka
Utemeljitev, da lahko pokrijemo tabele (35 +4) X 3k +4) ..ovvvveiiiinnnn.. 1 tocka
Utemeljitev, da lahko pokrijemo tabele (3k +8) x (3k+8)....vvvvvvvvinnnn.. 1 toctka

Tekmovalec dobi zadnje 3 tocke po zgornjem kriteriju tudi za utemeljitev, da lahko
pokrijemo tabele n x n, kjer je n = 4x + 3y za neki nenegativni celi Stevili = in y.

IV /1. Recimo, da tako stevilo obstaja. Iz 2% — 201122 +n = 0 sledi

9 _ 2011 £+ /20112 — 4n
5 .

a

Ker je to stevilo celo, je 20112 —4n popolni kvadrat. Zapisemo lahko 20112 —4n = m? za neko
liho naravno &tevilo m oziroma n = 2012=m* 011Em - Geyjlj 20Ldtm jp 2011om

2
S
. Zato je 17 = = 5o In ==



sta tako popolna kvadrata, njuna vsota je 2011. Utemeljimo, da Stevila 2011 ne moremo
zapisati kot vsote dveh popolnih kvadratov. Ostanek popolnega kvadrata pri deljenju s 4 je
bodisi 0 bodisi 1. Ostanek vsote dveh popolnih kvadratov pri deljenju s 4 je tako 0, 1 ali
2. Ker da stevilo 2011 pri deljenju s 4 ostanek 3, ne more biti enako vsoti dveh popolnih
kvadratov. Tako celo §tevilo n, da bi imel polinom z* — 201122 + n same cele nicle, ne
obstaja.

20111\/m

Ugotovitev 12 = 2y i e e 1 tocka
Sklep, da je stevilo 20112 4n popolni kvadrat m? ....... .. i 1 tocka
Sklep, da sta Stevili 225 jn 220=" popolna kvadrata ...................... 1 tocka
Ugotovitev, da od tod sledi, da Je Stevilo 2011 vsota dveh popolnih kvadratov oziroma
zapis enatbhe 2011 = a2 4 b2 . ittt e e, 1 totka

(V kolikor tekmovalec pride do enatbe o + b* = 2011 na drug nacin, na primer z upo-
rabo Vietovih formul, za ta del prav tako dobi 4 tocke.)
Utemeljitev, da enatba 2011 = a® + b* nima celostevilskih resitev (lahko tudi s prever-

janjem vseh 44 kvadratov manjsih od 2011) ....... ... ... i 2 tocki
Zaklju€ek, da ne obstaja celo Stevilo n, za katerega bi imel polinom z* — 20112% + n
same celoStevilske ni€le . ........ ... i 1 tocka

IV /2. V funkcijsko enac¢bo vstavimo = = 0 in dobimo f(—y) = —f(y) za vsako realno

Stevilo y. Funkcija f je liha. Vstavimo se z = 7 in izpeljemo f(y + 3) = f(5 — y) za vsa
5). Iz prvotne enacbe

2
realna Stevila y. Z upostevanjem lihosti dobimo f(y 4+ §) = —f(y —

za y = 7 sledi
f(x+g) Zf(x— g) +2-f(g) - COS .
Kerje f(x +5) = —f(x —3), je f(x+ %) = f(5) - cosz oziroma

™ ™

f@) = f(5)-cos (v = 3) = f(3) - sina.

Oznacimo a = f(3). Tedaj je f(z) = a -sinz. Preverimo lahko, da ta funkcija ustreza
funkcijski enachi za vsako realno stevilo a.

UZOLOVItEV [(—1) = — f () weveeee e 1 tocka
Ugotovitev f(y+ 5) = f(5 =) ceerernei it 1 tocka
Vstavljanje y = J v prvotnoenatbo................. ..o 1 tocka
Izpeljava f(x 4+ 5) = f(5) - COST tevrnuiniii ittt 1 tocka
Sklep f(z) = f(%) -sinz ali f(2) =a-SINT «.vvvuiiiiiiniiiiiiii i, 1 toctka
Preverjeno, da so funkcije f(z) = a-sin z reSitve (ta to&ka se prizna tudi, &e tekmovalec
reSitev f(x) =a-sinz le ugane) ... 2 tokki

(Ce tekmovalec ugane in preveri vsaj eno od resitev f(z) = 0 ali f(z) = sinz, dobi 1
tocko).



IV/3. Oznacimo £LDCA = ~. Zaradi
tetivnosti stirikotnika AFCD je

/DFA=/DCA=~.

Iz tetivnosti stirikotnika ABCG  sledi
/GBA = Z/GCA = ~. 0Od tod dobimo
vzporednost premic DF' in GB.

V  tetivnem stirikotniku  AFC'D  velja
/FAD = 7w — /ZDCF in v tetivhem
stirikotniku  GEFC  velja ZGEF =
m — ZGCF. Ker je ZGCF = /DCF,
od tod sledi ZFAD = /GEF, torej sta
premici AD in GE vzporedni.

Naj bosta A’ taksna tocka na premici AD N N
in B taksna tocka na premlcl DF, da je A K F B

paralelogram, zato je |A’ G| |AE|. Prav tako je stirikotnik F' BGB’ paralelogram in tako
velja |B'G| = |FB].

Ce je |AE| = |FB|, velja |A'G| = |B'G|. Ker tocka G ocitno ne lezi med A’ in B’, od tod
sledi A = B’. To je mozno le v primeru A’ = B’ = D. Tedaj je GD vzporedna AE, kar
pomeni, da sta stranici AB in C'D vzporedni.

Obratno, ¢e sta stranici AB in CD vzporedni, sta Stirikotnika AEGD in FBGD
paralelograma, saj imata dva para vzporednih stranic. Torej je |AE| = |DG| = |FB|.

Za dokaz, da iz |AE| = |F'B| sledi AB || CD, tekmovalec dobi 4 totke po enem izmed
naslednjih dveh kriterijev:

Ali:

Vzporednost premic DF' in GB oziroma enakost /DFA=/GBA............ 1 tocka
Vzporednost premic AD in GE oziroma enakost /GEB = /DAB............ 1 tocka
Vpeljava totk A’ in B’, da sta Stirikotnika AEGA’ in FBG B’ paralelograma .. 1 tocka
Ceje |AE| =|FB|,sledi A =B =Dinzato GD || AB....cccvvienieneennn.. 1 totka

(Zadnji dve totki tekmovalec dobi tudi, &e sklepa, da sta trikotnika AF'D in EBG
skladna, ker enega dobimo iz drugega z vzporednim premikom.)

ali:

Razpolovisc¢e AB je tudi razpolovis€e FF .......iuiiiiiiiiiiiiiiinnnnnnnnns 1 tocka
Ugotovitev, da imata Stirikotnikoma ABCG in EFCG o&rtani kroznici obe sredis¢i na
presetis€u simetral CG in AB,indaod todsledi AB||CD.................. 3 totke

Za dokaz, da iz AB || CD sledi |AE| = |FB|, tekmovalec dobi 3 totke po enem od
naslednjih dveh kriterijev:

Ali:

Iz vzporednosti premic AB in CD sledi, da sta Stirikotnika AEGD in FBGD paralelo-
=3 = 11 1 - T 2 tocki
Iz vzporednosti premic AB in CD sledi |AE| = |FB|..ouuiiiiiiiiiiiiinninnns 1 toctka
ali:

Stirikotnika ABCG in EFCG sta enakokraka trapeza .............covuven... 1 tocka
Trikotnika AEG in FBC sta skladna, zato je |AE| = |FB|....covviiiiiinnnnn. 2 tokki
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IV /4. Prvih 5 tabel lahko pokrijemo (glej sliko).

.................

Naj bo n > 10. Zapisimo n = 5k + r, kjer je n
0<r<5. Tedajjen =5k—1)+(r+5). Ker je
n > 10, velja k > 2, zato je k—1 naravno stevilo.
Tabelo nxn razdelimo na tri dele in sicer kvadrat

velikosti (r + 5) x (r + 5), pravokotnik velikosti 5(k—1)
n x 5(k — 1) in pravokotnik velikosti 5(k — 1) x  p

(r+5). Kvadrat (r +5) x (r 4+ 5) je eden izmed

kvadratov na prvi sliki in ga lahko pokrijemo z —

danimi ploscicami. Vsak izmed pravokotnikov
ima eno stranico deljivo s 5. Pravokotnike 5a x b
lahko pokrijemo s plos¢icami 5 x 1, saj lahko
vsako vrstico pokrijemo z a takimi plosc¢icami.
Prav tako lahko pokrijemo pravokotnike velikosti ¢ x 5d, saj lahko ze vsak stolpec pokrijemo
s ploséicami 5 x 1 (postavljenimi pokonéno). Torej tabelo n x n za n > 10 lahko pokrijemo.

r+5  5(k—1)

Pokrijemo lahko tabele n X n za vsa naravna Stevila n > 5.

Pokritje tabel velikosti n xnzan=5,n=6,n=8inn=9.................. 2 tocki
(Ce tekmovalec ne obravnava vseh primerov, lahko dobi 1 to¢ko, e pokaze pokritje
neke tabele, kjer uporabi plostice obeh vrst.)

Pokritje tabele velikosti 7 X 7. ... .ot i i it 1 tocka

Utemeljitev, da lahko pokrijemo tabele velikosti (5% + 1) x (5k+1) .......... 1 tocka
Utemeljitev, da lahko pokrijemo tabele velikosti (5% +2) x (5k+2) .......... 1 tocka
Utemeljitev, da lahko pokrijemo tabele velikosti (5k +3) x (5k+3) ...vvnt... 1 tocka
Utemeljitev, da lahko pokrijemo tabele velikosti (5k +4) x (5k+4) ..vvvnn... 1 tocka

V kolikor tekmovalec nalogo dokazuje z indukcijo, dobi 3 totke za bazo indukcije (od
tega 2 tocki za primere n =5, n =6, n =8 inn =9, 1 totko pa za primer n =7), 4
tocke pa za indukcijski korak.
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