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58. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Maribor, 12. april 2014

Naloge za 1. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

Prilepi nalepko s Sifro

N2

N3

N4

1. Zarealni stevili a in b, kjer je |a| # |b] in a # 0, velja

a—>b n a+b _3a—b
a?+ab  a2—ab a?—b?

b

a’

Doloc¢i vrednost izraza
. Naj bosta m in n taki naravni Stevili, da 5m + n deli 5n + m. Dokazi, da m deli n.

. 'V paralelogramu ABCD velja |AB| = |BD|. Najbo K od A razli¢na to¢ka na premici AB,
za katero je |KD| = |AD|. Zrcalno sliko to¢ke C' pri zrcaljenju preko to¢ke K oznacimo z
M, zrcalno sliko tocke B pri zrcaljenju preko tocke A pa z N. DokaZi, da je trikotnik M DN
enakokrak z vrhom pri D.

. Na mizi so trije kupcki Zetonov: eden z a Zetoni, eden z b Zetoni in eden s c Zetoni, pri cemer
veljaa > b > ¢ > 0. Igralca A in B izmeni¢no prestavljata Zetone. Zac¢ne igralec A. V vsaki
potezi igralec najprej izbere dva kupcka in nato s tistega z manj Zetoni prestavi vsaj en Zeton
na tistega z ve¢ zetoni. Ce imata izbrana kupc¢ka enako Zetonov, prestavi vsaj en Zeton s
kateregakoli izmed njiju na drugega. Zmaga tisti igralec, po ¢igar potezi so vsi Zetoni na
enem kupcku. Doloci, kdo ima zmagovalno strategijo, in sicer v odvisnosti od a, b in c.

(© 2014 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



58. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Maribor, 12. april 2014

Naloge za 2. letnik

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut.
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

Prilepi nalepko s Sifro

1. Pois¢i vse trojice realnih stevil (z,y, z), ki zado$c¢ajo sistemu enacb

2+ 4427 = 6y —4,
2oy — 4oz +4yz = y:+5.

2. Pois¢i vse pare prastevil p in ¢, za katere sta Stevili p + ¢ in p + 4¢ popolna kvadrata.

3. Simetrala notranjega kota ZAC'B ostrokotnega trikotnika ABC seka stranico AB v tocki D.
O¢rtana kroznica trikotnika ADC seka stranico BC v razli¢nih to¢kah C'in E. Premica skozi
tocko B, vzporedna premici AE, seka premico C'D v to¢ki F. Dokazi, da je trikotnik AF'B

enakokrak.

4. Dan je pravilen n-kotnik, kjer je n liho Stevilo, ve¢je od 1. Najve¢ koliko oglis¢ lahko po-
barvamo rdece, tako da sredis¢e n-kotnika ne bo leZzalo znotraj veckotnika, dolocenega z

rdecimi oglis¢i?

(© 2014 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



58. matemati¢no tekmovanje
sredn]esolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Maribor, 12. april 2014

Naloge za 3. letnik (NI N2 N3 N4 )

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut. {
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

1. Poisci vse polinome p z realnimi koeficienti, za katere velja

p(p(z)) = (2% + 2z + 1)p(x)
zavse xr € R.

2. Poi&¢i najmanjse naravno $tevilo, ki ga lahko zapiSemo v obliki 3a® — ab® — 2b — 4, kjer sta a
in b naravni Stevili.

3. Naj bo AB najdaljsa stranica trikotnika ABC. Z M in N oznacdimo taki tocki na stranici
AB, davelja |[AM| = |AC| ter | BN| = | BC|. Razpolovis¢i daljic M C in NC naj bosta P in R,
trikotniku ABC' v¢rtana kroZnica pa naj se stranic BC'in AC dotika v to¢kah D in E. DokaZi,
da so tocke P, R, D in FE koncikli¢ne.

4. V vrsti stoji 8 Skatel, ostevil¢enih s Stevili od 1 do 8, in prazna vreca. V vsaki Skatli je 1 Zeton.
Miha, ki ima veliko Zetonov, se igra igro, v kateri sta dovoljeni naslednji dve potezi:

e odstrani 1 Zeton iz Skatle, ostevil¢ene z i (i < 8), in doda 2 Zetona v Skatlo, ostevil¢eno z
(i +1),

e odstrani 1 Zeton iz Skatle, ostevil¢ene z i (i < 8), in premakne 1 Zeton iz Skatle, oStevil¢ene
z (i + 1), v vreco.

Igra se konca, ko ni ve¢ moZzno izvesti nobene poteze. Najvec koliko Zetonov je lahko na
koncu v vreci?

(© 2014 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



58. matemati¢no tekmovanje
sredn]esolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Maribor, 12. april 2014

Naloge za 4. letnik (NI N2 N3 N4 )

Naloge resuj samostojno. Za reSevanje imas na voljo 210 minut. {
Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

1. Naj bosta z; in z razli¢ni nicli polinoma p(z) = 2® 4+ ax + b, #1 — § in 3 — § pa naj bosta nicli
polinoma ¢(z) = 2? + (a® — 1)z + b* — 1. Dologi a in b.

2. Zarealno stevilo z ozna¢imo z [z] najvedje celo Stevilo, ki ni vedje od x.

(a) Dokazi, da za vsa naravna Stevila a, b in c velja

&t

(b) S primerom pokaZi, da gornja enakost ne velja za vsa pozitivna realna Stevila a, b in c.

3. Naj bo K krozZnica oértana ostrokotnemu trikotniku ABC, pri ¢emer je |AB| < |AC|. Naj
bo p zrcalna slika premice BC pri zrcaljenju ez premico AB. Premica p seka kroZnico K v
tockah B in E, tangenta na K v tocki A pa seka premico p v toc¢ki D. Naj bo F' zrcalna slika
tocke D pri zrcaljenju ¢ez tocko A. Premica C'F seka kroZznico K v tockah C'in G. Dokazi, da
sta premici CE in GB vzporedni.

4. Na tabli je napisano neko naravno Stevilo n. Na vsakem koraku lahko Stevilo na tabli na-
domestimo z vsoto dveh naravnih Stevil, katerih zmnoZek je enak Stevilu na tabli. Doloci
najmanjse Stevilo, ki je lahko po konéno korakih zapisano na tabli, in sicer v odvisnosti od
zacetnega Stevila n.

(© 2014 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



58. matematicno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije

Maribor, 12. april 2014

Resitve nalog in tockovnik
I/1. Enacbo pomnozimo z a(a + b)(a — b) in dobimo
(a —b)*+ (a+b)* = a(3a — b).
Ko odpravimo oklepaje in vse ¢lene nesemo na desno stran, dobimo
0=a*—ab—2b*= (a—2b)(a+b).

Ker je a # —b, mora biti a — 2b = 0 oziroma a = 2b. Ker a ni enak 0 je torej g = %

Odprava ulomkov .. ... oot i i i e 1 tocka
Poenostavljena enacba v 0 = a® — ab — 20 ..ottt 2 tocki
Razstavljen izraz na (@ —20)(a+0) vuuereniiiiiiii i i 2 tocki
Utemeljitev, da (a4 +0) Z 0 ceernee i eie et aanes 1 totka
Utemeljitev, da lahko delimo z a in izra€unana vrednost izraza 2 = % ......... 1 tocka

(© 2014 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



I/2. Obstaja naravno Stevilo k, da velja 5n+m = k(5m+n) oziroma (5—k)n = (5k—1)m.
Ker je desna stran strogo pozitivna, mora biti tudi leva, torej velja 5 — k > 0 in zato je
ke {1,2,3,4}. Ceje k=1, dobimo 4n = 4m, torej n = m. Ce je k = 2, dobimo 3n = 9m,
torej n = 3m. Ce je k = 3, dobimo 2n = 14m, torej n = 7m. Ce je k = 4, dobimo n = 19m.
V vsakem primeru m deli n.

Zapisana enakost (5 —k)n=(Bk —1)m «vviiiii i e 1 tocka
Ugotovitev, daso mozni kle 1,2,3in 4 ... ..o iiiiiiiiiiiiiiiinrnnnnnnnnns 1 tocka
Utemeljitev, dasomozni kle 1,2,3 in 4 ... ..iiiiiiiiiiiiiiiiiinnennnnnnns 3 tocke
Dokazano, da za k € {1,2,3,4} resmdelin ........cooiiiiiiiiiiiiinnnnnnn. 2 tokki



1/3.

M

Trikotnik ADK je enakokrak z vrhom pri D. Zato velja ZBKD = 180° — /ZDKA =
180° — LKAD = ZCBK. Prav tako je |DK| = |DA| = |BC|. Trikotnika DKB in CBK
sta skladna, saj se ujemata v stranici KB, /ZBKD = ZCBK in |DK| = |BC|. Sedaj
je ZDCK = /BKC = ZDBK. Ker sta M in N zrcalni sliki, velja |CK| = |KM]| in
INA| = |AB|. Zato velja |[CM| = 2|CK| = 2|DB| = 2|AB| = |NB|. Torej sta tudi
trikotnika CDM in BDN skladna, saj je |DC| = |DB|, |CM| = |NB|in ZDCM = ZDBN.
Zato je [DN| = |DM]| in trikotnik DM N je enakokrak z vrhom pri D.

2. nacin. Ker je ABCD paralelogram, je premica KB vzporedna premici C'D in velja
|BC| = |AD| = |KD|. Torej je KBCD enakokrak trapez. Sledi /DBK = /BKC =
ZDCK in |KC| = |DB]|. Ker sta M in N zrcalni sliki, od tod izpeljemo |CM| = 2|CK| =
2|DB| = 2|AB| = |NB|. Torej sta trikotnika MCD in NBD skladna, saj se ujemata v
dveh stranicah in kotu med njima. Zato je |DN| = |DM]| in trikotnik DM N je enakokrak
z vrhom pri D.

Ugotovitev, da sta trikotnika ADKB in ACBK skladna (ali ugotovitev, da je KBC'D

enakokrak trapez) ..........iiiiii i 2 tok&ki
Izracunano LDCK = ZDBK = ZBKC it i e ianeanannens 1 tocka
Ugotovitev, da je KC =DB ali KC =DC ....iiiiiiiiiiiiiiiiaranannnnnnn 1 tocka
Ugotovitev CM = NB ali NA = KM ..t ieiee e eanens 1 tocka

Izpeljano, da sta trikotnika ACDM in ABDN skladna ali ANAD je skladen ABDN
1 tocka
Sklep, da je trikotnik ADMN enakokrak zvthomv D ...................... 1 tocka



I/4. Ce je b = ¢, potem ima zmagovalno strategijo igralec B, sicer pa ima zmagovalno
strategijo igralec A.

Denimo najprej, da je b = c¢. Imamo torej situacijo, ko je na dveh kupckih z najmanj
zetoni enako Stevilo zetonov. Igralec B lahko v tem primeru poskrbi, da je situacija po
vsaki njegovi potezi spet taka, medtem ko po vsaki potezi igralca A kupcek z najmanj zetoni
vsebuje strogo manj zetonov kot preostala dva kupcka. Igralec A mora namre¢ v svoji
potezi nujno iz enega izmed kupckov z najmanj zetoni prestaviti nekaj zetonov na nek drug
kupcek. Igralec B potem izbere trenutno najvisja kupcka, ki imata zaradi poteze igralca A
po njegovi potezi najnizja kupcka imela enako zetonov. Ko bosta kupcka z najmanj zetoni
prazna, bodo vsi zZetoni na enem kupcku in igra bo koncana. To se lahko zgodi le po potezi
igralca B, zato igralec B zmaga.

Denimo sedaj, da je b > ¢. Tedaj lahko igralec A s kupcka z b zetoni prestavi b — ¢ > 0
zetonov na kupcek z a zetoni. Po njegovi potezi bosta zato kupcka z najmanj Zzetoni oba
imela ¢ zetonov. Torej bo situacija taka kot zgoraj, le da bo na potezi igralec B. Zato ima
v tem primeru zmagovalno strategijo igralec A.

Utemeljitev, da se igra konc¢a po konénem Stevilu potez .................... 1 tocka
Pravilna dolotitev igralca z zmagovalno strategijo (glede na a, binc) ....... 1 tocka
Obravnava poteze porazenca (mozne izbire kupov, stanje po potezi) ........ 2 tocki
Opis in obravnava poteze zmagovalca (stanje po potezi) ................... 1 tocka
Utemeljitev, da lahko igro konéa le igralec z zmagovalno strategijo ......... 1 tocka
Prevedba primera b # ¢ na primer b=c (aliobratno) ....................... 1 tocka



II/1. Opazimo, da ¢e od prve enakosti odstejemo drugo, dobimo na levi strani kvadrat
triclenika. Dobimo namrec

(z—y+22)° = —y" + 6y -9,
kar lahko dalje preoblikujemo v
(x—y+22)°+ (y—3)*=0.

Ker so z, y in z realna Stevila, morata biti oba oklepaja v zgornjem izrazu enaka 0, torej
jey=3inzx =y — 2z =3 — 2z. To vstavimo v prvo enacho sistema in po preoblikovanju
dobimo 222 — 32+ 1 = 0 oziroma (22 — 1)(z — 1) = 0. Enako dobimo, ¢ey =3 in z =3 —2z
vstavimo v drugo enacbo. Torej je z =1 ali z = % Resitvi naloge sta tako trojici (1,3,1) in
2,3.3)

Odsteti enacbi ... i e 1 tocka
Zapis kvadrata (7 — 3)% ..ot 1 totka
Zapis kvadrata (7 — § 4 22)% .o 1 tocka
Utemeljitev 4 = 3 in 2 =3 — 22 ..ottt ittt e eianenannnnenns 1 tocka
Redukcija Na 222 — 32 4+ 1 =0 +uuutriii ittt ie e ait e eiae e eaaeeaanns 1 tocka
Preverjena reSitev (1,3, 1) ..t 1 tocka
Preverjena reSitev (2,3,2) ....iuuiiniiiiiiii i 1 totka

Za resitvi mora biti jasno utemeljeno, da ustrezata obema enatbama. Ce ta ute-
meljitev ni dobra, a sta zapisani obe resitvi, se dodeli 1 tocko.



I1/2. Naj bo p+q = 2% in p+4q = y? za neki naravni stevili z in y. Ce enacbi odstejemo,
dobimo 3¢ = y* — 2? = (y — z)(y + x). Ker je ¢ prastevilo in z + y > 2, imamo naslednje
moznosti:

1. moznost: y —2x =1 in y + = = 3¢. Iz prve enacbe izrazimo y = x + 1 in vstavimo v
drugo, da dobimo 2x+1 = 3¢. Od tod sledi, da je ¢ liho stevilo, zato lahko pisimo ¢ = 2m+1
za neko naravno Stevilo m. Potem je x = 3m + 1 in p = 22 — ¢ = 9m? + 4m = m(9m + 4).
Ker je p prastevilo, mora biti m = 1. Tako dobimo p = 13 in ¢ = 3, kar sta res prastevili.

2. moznost: y —x = 3 in y + = = ¢q. Iz prve enacbe izrazimo y = x + 3 in vsavimo
v drugo, da dobimo 2z + 3 = ¢. Iz zacetne enakosti torej dobimo p = 22 —p = 22 — ¢ =
r? — 2z — 3 = (z + 1)(z — 3). Ker je p prastevilo, mora biti x = 4. Tako dobimo p = 5 in
q = 11, kar sta res prastevili.

3. moznost: y —x = q in y + x = 3. Ker sta x in y naravni Stevili in mora biti y > z, je
y =2 in x = 1, kar pa nam da protislovje ¢ = 1.

Resitvi enacbe sta torej para (5,11) in (13, 3).

UZOtoVitev 3¢ = (Y — ) (Y F &) vuuuunreeniiiiiii s iiaii s aaannneens 1 tocka
Ugotovitev, da imamo 4 moznosti: (y—z =1, y+z =3q),(y—x =3, y+x=¢q),(y—x =
GUHT=3), (Y= T =3¢ YT = 1) ettt 2 tockki
Pravilno reSena moznost y — 2 =1, Y+ 2 =3¢ «ovrirenrinrininiiiinananns 1 tocka
Pravilno reSena mozZnost y — 2 =3, Y+ 2 =@ «riiriiriiiii i 1 tocka
Dokaz, da pri ostalih dveh moZnostih nireSitev ............................ 1 tocka
Zapis obeh reSitev ...... ... i et tiea e e 1 tocka

Sklep, da imamo 4 mozZnosti, je najpomembnejsi sklep, zato za zapis le nekaterih
moznosti ni bilo delnih tock.



11/3.

Oznacimo ZACB = 7. Potem je ZACF = ZFCB = 3, saj je C'F simetrala kota
ZACB. Zaradi konciklicnosti tock A, D, E in C'sledi ZDAE = ZDCE = 3. Ker je premica
BF vzporedna premici AE, velja ZABF = /DAE = . Zaradi ZACF =1 = ZABF so

torej tocke A, F, B in C konciklicne. Od tod sledi ZFAB = ZFCB = § = ZABF, torej je
trikotnik AF'B enakokrak z vrhom pri F.

Sklep /DCFE = ZDAFE ali smiselna uporaba koncikli¢nosti to¢k A, D, E,C' pri preme-

£ 1V T T I o 4oL 1 tocka
Sklep /DAFE = ZABF ali smiselna uporaba vzporednosti AE in BF' pri premetavanju
(0 ] ¥ 1V 1 tocka
Tetivnost AF BC ali podobnost trikotnikov FFDA in BDC ................... 3 tocke
Sklep /FAB = ZFCB in zato trikotnik AF'B enakokrak .................... 2 tocki



II/4. Najvecje stevilo oglis¢, ki jih lahko pobarvamo rdece je ”T“ Ce pobarvamo ”T“
zaporednih oglis¢ n-kotnika, potem je pogoju naloge zados¢eno. Denimo sedaj, da pobar-
vamo vsaj ”T“ + 1 oglis¢. Oznacimo oglis¢a n-kotnika zaporedoma z naravnimi stevili od 1
do 2k + 1 = n. Torej je vsaj k + 2 oglis¢ rdec¢ih. Oglejmo si pare oglis¢ (1,k+ 1), (2,k +
2),(3,k+3),...,(k,2k),(k+ 1,2k + 1), ki predstavljajo nekatere od najdaljsih diagonal n-
kotnika. Ker je teh parov natanko k£ + 1 in zavzemejo vsa oglisca, obstaja vsaj en par, v
katerem sta obe ogliséi rdeci. Predpostavimo lahko, da je to par (1,k + 1), sicer bi oglisca
le prestevilcili. Ker je vsaj Se k od preostalih oglis¢ rdecih, oglisé osteviléenih z 2,3,... k
pa je le k — 1, je vsaj eno od oglis¢ osteviléenih s k4 2,k 4+ 3,...,2k 4+ 1 rdece. Naj bo to
oglisce k + m, kjer je 2 < m < k + 1. Oglisce k + m lezi na istem bregu premice doloc¢ene
z ogliséi 1 in k + 1 kot sredisce n-kotnika. Od tod sledi, da sredis¢e n-kotnika lezi znotraj

n-kotnika. Toda oglisca 1, k41, k+m so vsa rdeca, torej sredisce n-kotnika lezi tudi znotraj
veckotnika dolo¢enega z rdecimi oglisci.

Rezultat 1 ... 1 tocka
Konstrukcija ”T“ rdecih oglis¢, tako da veckotnik, ki ga dolo¢ajo, ne vsebuje sredisca
L 0 1311 1 tocka
Ugotovitev, da obstaja najdaljSa diagonala z rde¢ima krajis¢ema ............. 2 tocki
Ugotovitev, da obstaja rdefa tocka na istem bregu najdaljSe diagonale z rdecima
krajis¢éema kot sredis€e n-kotnika .......... ... . i i e 1 tocka

Utemeljitev, da sredi$ce n-kotnika lezi znotraj dobljenega trikotnika z rdecimi oglis¢i 2
tocki



ITI/1. Nicelni polinom je o¢itno resitev naloge. Naj bo p neniceln polinom in pisimo
p(r) = apa™ + ap_12" 1 + -+ + ag, kjer je a, # 0. Vodilni ¢len na levi strani enakosti je
tedaj enak a,(a,z™)" = a"t'2", vodilni ¢len na desni strani pa je enak 22 - a,z" = a,z"*2.
Ker morata biti ta dva ¢clena iste stopnje, sledi n? = n+2 oziroma (n—2)(n+1) = 0. Ker je
n nenegativno celo Stevilo, mora biti n = 2. Pisimo torej p(z) = ax® + bx + ¢, kjer je a # 0.
Tedaj velja

p(p(x)) = a*z* + 2a*ba® + (ab® + 2a’c + ab)x® + (2abc + b*)x + (ac® +bc+c) (1)

(> + 2+ Dp(z) = ax* + (b+a)z® + (c+ b+ a)x* + (c+ bz +c. (2)
Iz dane enakosti tako dobimo sistem enacb

@ = a,

20°b = b+a,
ab® +2a*c+ab = c+b+a,
2abc + b = c+0b,
a? +bc+c = c

Ker je a # 0, iz prve enakosti sledi @ = 1 ali a = —1. Za a = 1 v drugi ena¢bi dobimo
2b=b+1, torej b = 1. Ce oboje vstavimo v tretjo enacbo, dobimo Se 2c+ 2 = ¢+ 2 oziroma
¢ = 0. Preverimo lahko, da ta tri Stevil ustrezajo tudi zadnjima dvema enakostima. Za

a = —1 dobimo protisloven sistem. ReSitvi naloge sta torej dve, p(z) = 0 in p(z) = 2% + z.
ReSIteV p(X) = 0 v it ittt s 1 tocka
Neni€elen p je stopnje 2 ... ...t i ittt it 2 tocki
Zapis enakosti z nastavkom (ena&bi (1) in (2))......coiiiiiiiiiiiiiiiia 2 tocki
Nastavljen in resen sistem za koeficiente, p(z) = 2>+ 7 .....cooviiiiia... 2 tocki



IT1/2. Odgovor je 2. Ce vzamemo a = 4 in b = 3, dobimo 3a® — ab® — 2b — 4 = 2. Dovolj
je torej pokazati, da enacba 3a® — ab? —2b — 4 = 1 nima resitev v naravnih stevilih. Enacbo
preuredimo v 3a? — ab?> = 2b + 5. Ker je desna stran liha, mora biti tudi leva stran liha,
torej mora biti a liho tevilo in b sodo tevilo. Stevilo b? je zato deljivo s 4, ostanek Stevila
a? pri deljenju s 4 pa je enak 1. Leva stran ima torej pri deljenju s 4 ostanek 3, desna stran
pa ostanek 1, saj je 2b deljivo s 4. Prisli smo do protislovja, torej enacba nima resitev v
naravnih Stevilih.

Odgovor, da se da dobiti Stevilo 2. ...........co it it 1 tocka
Odgovor, da stevilo 2 dobimo pria=4inb=3. ..........c.iiiiiiiiian... 1 tocka
Pojasnilo, da moramo pokazati, da se Stevila 1 ne da dobiti. ................ 1 tocka
Ugotovitev, da mora biti a liho Stevilo. ................ .. oot 1 tocka
Ugotovitev, da mora biti b sodo Stevilo. .............. ..o, 1 tocka
Utemeljitev, da tudi ob zgornji predpostavki pridemo v protislovje. .......... 2 tocki
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I11/3.

Naj bo I sredisce trikotniku ABC' vértane kroznice. Ker je AMC' enakokrak trikotnik
z vthom pri A, je AP visina na osnovnico in hkrati simetrala kota /M AC. Zato I lezi

na premici AP. Podobno [ lezi tudi na premici BR. Sledi ZCPI = ZCPA = 7 in

ZIRC = ZBRC = 7, torej tocki P in R lezita na kroznici s premerom CI. Ker sta D in

E dotikalisci vertane kroznice, velja ZCDI = ZIEC = 7, zato tudi tocki D in E lezita na

kroznici s premerom C'I. Tocke P, R, D in E so torej konciklicne.

Ugotovitev, da sta AAMC in ABNC enakokraka .......................... 1 tocka
Zapis dejstva, da v enakokrakem trikotniku vi$ina in simetrala kota sovpadata 1 tocka
Ugotovitev, da zaradi zgornjega dejstva velja /CPA = /BRC = % .......... 1 tocka

Ugotovitev, da velja Z/IEC = ZCDI ker sta E in D dotikali§¢i v€rtane kroznice ....1
tocka

Sklep, da P in R leZita na kroznici s premerom Cl ......................... 1 tocka
Sklep, da D in E lezita na kroznici s premerom Cl ......................... 1 tocka
Koné¢ni sklep, da so torej P, R, D, E koncikliene ......................... 1 tocka
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I11/4. Naj A; oziroma B; oznacuje prvo oziroma drugo potezo, izvedeno na Skatlah i in
i+ 1. Naj boi < 6. Ce Miha izvede potezo B;, potem se Stevilo zetonov v skatlah ¢ in
¢ + 1 zmanjsa za 1, Stevilo Zetonov v skatli ¢ + 2 ostane enako, Stevilo zetonov v vreci pa
se poveca za 1. Ce pa Miha izvede zaporedje potez A;, A;y1, Bit1, potem se Stevilo zetonov
v Skatli ¢ zmanjsa za 1, stevilo zetonov v skatli 7 + 1 ostane enako, Stevilo zetonov v Skatli
1+ 2 in v vreci pa se poveca za 1. V drugem primeru je torej rezultat boljsi, saj je edina
razlika to, da ima v dveh skatlah po en Zeton ve¢. Ta razmislek pokaze, da se Mihu potez
B; za i < 6 ne splaca izvajati. Od preostalih potez le poteza B; poveca Stevilo zetonov v
vreci, zato jo mora Miha izvesti ¢im veckrat. Brez skode lahko predpostavimo, da jo izvaja
Sele na koncu. Pred tem s potezami A;, i < 6 prestavi zetone v predzadnjo skatlo, ki potem
vsebuje 1+ 2422 4 ... + 26 =27 — 1 = 127 Zetonov, zadnja Skatla pa vsebuje 1 Zeton. Naj
x oznacuje Stevilo zetonov v predzadnji Skatli ob nekem casu, y pa stevilo zetonov v zadnji
skatli ob istem casu. Da bo lahko Miha izvedel ¢im ve¢ potez Bz, mora biti min{x,y} ¢im
vecji. Ker se s potezo A7 stevilo zetonov v predzadnji skatli zmanjsa za 1, v zadnji pa poveca
za 2, bo minimum najvecji takrat, ko bo prvic veljalo x < y in bo zato enak x. Po k potezah
A7 box =127 —k in y = 1 + 2k. Is¢emo torej najmanjsi k£ pri katerem bo 127 — k < 14 2k
oziroma k > 127T71 = 42. Najmanjsi tak k je enak k = 42. Po 42 potezah A; bo s potezami
B7 Miha v vreco premaknil 127 — 42 = 85 zetonov, kar je torej najvecje stevilo zetonov, ki
jih lahko ima Miha na koncu v vreci.

Utemeljitev, da se drugo potezo splata uporabljati le na zadnjih dveh Skatlah 2 tocki

Premik vseh Zetonov v zadnji dve Skatli s prvimi potezami .................. 1 tocka
Poskus izenacenja Stevila Zetonov v zadnjih dveh Skatlah ................... 1 tocka
Izra€unano najvecje Stevilo zetonov, kiso v wvre€i .............cciviiiiiinnt. 3 tocke
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IV /1. Nicli polinoma p(z) = 2 + ax + b sta x; = =2+¥o—== ”2‘12_41’ in gy = =4=¥4=2 V2“2_4b. Ker
morata biti razliéni, je a® — 4b # 0. Od tod izracunamo

, 1 (a*=2b—1)—ava®—4b
2 2

in
, 1 (a*>—=2b—1)+ava2—4b
2 2
Ker sta to nicli polinoma ¢(x), morata ustrezati enacbi 22 + (a — %):U +0% — % = 0. Ko oboje

vstavimo v to enac¢bo in preuredimo, dobimo

(4a* — 12ab + 8b* — 5a® + 6b) — (4a® — 4ab — 3a)Va2 — 4b =0

in
(4a" — 12a”b + 8b* — 5a® + 6b) + (4a® — 4ab — 3a)Va2 — 4b = 0.
Torej mora veljati
4a* — 12a”b + 8b* — 5a* + 6b = 0
in
(4a® — 4ab — 3a)Va? — 4b = 0.

Ker je a® —4b # 0, iz druge enacbe sledi (4a® — 4ab— 3a) = a(4a®> —4b—3) = 0. Ce je a = 0,
potem iz prve enacbe sledi 80% + 6b = 2b(4b + 3) = 0. Ker je a® — 4b # 0, mora biti b # 0,
torej je b = —32. Ce pa je a # 0, potem mora biti 4a® — 4b — 3 = 0 oziroma b = a® — 2. Ko
slednje vstavimo v prvo enac¢bo, dobimo —2a? = 0 oziroma a = 0, kar je protislovie. Torej
3

jea=0inb= —3.

2. nacin. Po Vietovih pravilih je z; + 22 = —a, 3120 = b, 2§ + 23 —1 = § —a® in

2?2 — D) (22 — 1) =% — 1. Najprej preoblikujmo tretjo enacbo, pri ¢emer upostevamo prvi
17 2/\02 2 Jpre] ] J

2
dve,

5—aQ:x%+x§:(x1+3:2)2—2x1x2:a2—2b,

od koder dobimo b = a® — %. Preoblikujmo Se ¢etrto enacbo,

1 1 1 1 1 1/3 1
2__: 2 - 2 - — 2,2 - 2 2 _:2__ s 2 -
b 5 (xl 2) <x2 2> xiws 2(x1+a:2)+4 b 5 (2 a>+4,

od koder sledi a? = 0 in zato a = 0 ter b = —32.

1. nadin

Izrazitev x, in x5 z a in b s pomocjo kvadratne enacbe ..................... 1 tocka
lzrazitev 2 — S iN 23 — 2 Zzainb ..oooiiiiiiii 1 tocka
Vstavitev teh nicel, izrazenih z ¢ in b, v polinom ¢g(z) ...........ovviiits, 1 tocka
Zapis sistema enacb 4a* — 12a%b + 8b> — 5a% + 6b =0 in

(402 —4ab — 3a)V a2 —4b =0« ettt e 1 tocka
Pravilno reSen sistem enacb ............. ittt it i e, 2 tocki
Zapis reSitve a =0, b=—3 ... .. 1 totka
2. nadin

Uporaba Vietovih formul ....... ... .. .. 1 tocka



Pravilen zapis vseh $tirih enatb z Vietovimi formulami (z; + 2o = —a, z129 = b,

wi+ai—l=5—a’in (2 —3)(@3—3) =0 —3) ceirriiii 1 totka
Izrazitev enatbe 25 + 23 — 1 =2 —a®>zainb.....cooveiiiiiiiiiii .., 2 tocki
Izrazitev enatbe (2] — 3)(23 —3) =0 —L2zainb ...l 2 tocki
Zapis reSitve a =0, b=—3 ... ... 1 to¢ka
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IV/2. (a) Stevilo ¢ lahko zapisemo v obliki ¢ = kab + r, kjer je k neko nenegativno celo
stevilo, r < ab pa ostanek Stevila ¢ pri deljenju z ab. Stevilo r lahko nadalje zapisemo v
obliki 7 = ma + n, kjer je m neko nenegativno celo stevilo, n < a pa ostanek Stevila r pri
deljenju z a. Med drugim od tod sledi m < b, saj bi sicer bilo r > ab. Od tod izracunamo

51l 5] -

sajje 0 < - < 1,in

-

sajje0 <2 <1in0 <7 <1. Od tod sledi enakost iz naloge.

[kb+m + 2]
b

-[557) frg)-x

1

(b) Taka Stevila so na primer a = 2, b = § in ¢ = 1, saj je v tem primeru [£] = 1 in

-

Stevilo ¢ zapisano v obliki kab + ma + n ter navedeni in pravilno argumentirani trditvi
LR T T 3 tocke
Tekmovalec ne zapiSe Stevila v obliki kab + ma + n, pravilno pa uporabi kaksno pra-
prostej$o obliko osnovnega izreka o deljenju npr. ¢ = ka + r ali kab + r (tekmovalec v
nobenem primeru ne more dobiti zgornjih treh tock in te totke)............. 1 tocka

Dokaz, da velja [£] =k = L1 2 tocki

ab b
Naveden primer pozitivnih realnih $tevil a, b, c za katere neenakost ne velja ...2 tocki

Za reSitev prvega dela naloge lahko tekmovalec prejme do 5 tock.
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Po izreku o kotu med tetivo in tangento je ZCAF = ZCBA. Ker je p zrcalna slika
premice BC' pri zrcaljenju ¢ez premico AB, je ZCBA = ZABD. Ker so tocke A, B, E,C
koncikli¢ne, je ZABD = ZACE. Torej je ZCAF = LACE, zato je premica C'E vzporedna
premici F'D. Pokazati moramo torej, da je tudi premica GB vzporedna premici F'D. Po
izreku o kotu med tetivo in tangento je /DAB = ZACB. Ker je tudi Z/CBA = ZABD, sta

trikotnika BAD in BC'A podobna, saj se ujemata v dveh kotih. Torej je % = %. Ker
je F zrcalna slika tocke D pri zrcaljenju ¢ez tocko A, je |AD| = |FA|. Torej je % = %
oziroma % = %. Ker je hkrati ZCAF = ZCBA, sta si tudi trikotnika FAC in ABC

podobna. Torej je LZAFC = Z/BAC = ZBGC in zato je tudi premica G B vzporedna premici
FD.

Uporaba izreka o kot med tetivo in tangento za tangento AD .............. 1 tocka
Utemeljitev LZABD = ZOAF .ot teeee e eaa e ianannns 1 tocka
Dokaz CE[|AD .ttt ittt ittt et 1 tocka
Utemeljitev, da sta si trikotnika BAD in BCA podobna .................... 1 tocka
Razmerje ;ﬁgl‘ = % ..................................................... 1 tocka
Utemeljitev, da sta si trikotnika FAC in ABC podobna .................... 1 tocka
Dokaz GBI||AD in posledi€no CE||GB ......oviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeannns 1 tocka
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IV /4. Pokazimo najprej, da ¢e se §tevilo na tabli pri zamenjavi zmanjsa, potem je novo
stevilo vecje ali enako 5. Stevila 1 po zamenjavi ne moremo dobiti, saj vsota dveh naravnih
stevil ni nikoli enaka 1. Stevilo 2 = 1 4 1 lahko dobimo le iz Stevila 1, stevilo 3 = 1+ 2 le
iz stevila 2, Stevilo 4 =143 = 2 4+ 2 pa le iz stevil 3 ali 4. Torej ¢e po zamenjavi dobimo
Stevilo manjse od 5, potem se pri zamenjavi Stevilo ni zmanjsalo. To pomeni, da Ce je zacetno
stevilo n < 5, potem v nobenem koraku ne bomo dobili manjsega stevila.

Dokazimo sedaj, da lahko stevilo ki je vecje od 5 vedno zmanjsamo. Denimo, da imamo
na nekem koraku na tabli stevilo m > 5. Ce je m sod, torej oblike m = 2k, kjer je k > 2
naravno Stevilo, potem ga lahko zamenjamo s stevilom k£ + 2. S tem smo dobili stevilo, ki je
manjse od m, saj je pogoj k 4+ 2 < 2k ekvivalenten pogoju k > 2. Ce je m lih, torej oblike
m = 2k — 1, kjer je k > 3 naravno stevilo, potem ga lahko najprej zamenjamo s Stevilom
(2k — 1) + 1 = 2k in nato s Stevilom k + 2. Na ta nacin spet dobimo Stevilo, ki je manjse
od m, saj je pogoj k + 2 < 2k — 1 ekvivalenten pogoju k£ > 3. To pomeni, da Ce je zacetno
stevilo n > 5, ga lahko po konc¢no korakih vedno zmanjsamo do Stevila 5, manjSega Stevila
pa po zgornjem razmisleku ne moremo dobiti.

Najmanjse stevilo, ki je lahko po koné¢éno korakih zapisano na tabli je torej enako 5 v
primeru n > 5 oziroma n v primeru n < 5.

Ugotovitev, da je iskano Stevilo 5 v primerun >5inn v primerun <5 ...... 1 tocka
Dokaz, da stevila n < 5 ne moremo dobiti z zmanjSevanjem ................. 2 tocki
Dokaz, da lahko 2k > 5 vedno zmanjSamo ...............cciiiiiiiiiiinnnnnn. 2 tocki
Dokaz, da lahko 2k — 1 > 5 vedno zmanjSamo ...............ccciiviieninennnn 2 tocki
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