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62. matemati¢no tekmovanje
Sredn]eS()lcev Slovem]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 21. april 2018

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo preglednico, desno preglednico pusti prazno.
Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgovore, zapisane v pre-
glednico.

([A1]| A2 | A3 (Bl | B2 | B3 )

| ) J

A1. Bratje Jure, Klemen, Luka, Miha in Nace so ku-

pili ¢okolado. Ko so jo odvili, so ugotovili, da je zlo-

mljena na 7 kosov (glej sliko), zato so si teh 7 kosov

med sabo razdelili. Jure je pojedel najvecji kos ¢o-

kolade. Klemen in Luka sta pojedla enako koli¢ino .I
1

¢okolade, toda Klemen je pojedel 3 kose, Luka pa le
A2. Zarealno $tevilo a velja a* — 3a = 1. Koliko je vrednost izraza a® — Sa?

na sliki je pojedel Nace?

1 kos. Miha je pojedel 1 celotne ¢okolade. Preosta-
Aar B2 ©3 D4+ (ES
2

nek ¢okolade je pojedel Nace. Kateri kos ¢okolade
(A) —3 (B) § ©) 3 (D) 4 (E) g

A3. Vodoravna daljica na sliki je razdeljena na 6 enako dolgih delov, vsi
trikotniki na sliki pa so enakostrani¢ni. Celotna figura na sliki je osencena z
dvema barvama; svetlo sivo in temno sivo. KolikSen deleZ plosc¢ine celotne
tigure je osencen s temno sivo barvo?

(A) 3 (B) 3 ©) % (D) o (E) 5
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B1. Poisci vsa prastevila p, ¢ in r, ki resijo enatbo r* = pq + 4.



B2. V pravokotni trikotnik ABC' s pravim kotom pri B v¢r-
tamo tri kvadrate, kot to prikazuje slika. Stranici manjsih
dveh kvadratov sta dolgi 3 oziroma 4 enote. Izracunaj
dolZino stranice AC trikotnika ABC.




B3. Na celostevilski mreZi je oznacenih 16 tock (glej sliko). Najvec
koliko izmed teh toc¢k lahko pobarvamo rdece, tako da nobene
tri rdece tocke ne bodo leZale na isti premici?

=N W
L L L L
+ + + +




62. matemati¢no tekmovanje
sredn]esolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 21. april 2018

Naloge za 2. letnik

Cas regevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo preglednico, desno preglednico pusti prazno.
Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgovore, zapisane v pre-
glednico.

[A1 | A2 [ A3) (B1 | B2 | B3 )

| Joo | |

A1. Ko uras kazalcema pokaZze 3.00, urni in minutni kazalec oklepata
kot 90° (glej sliko). Cez koliko minut po 3.00 bosta kazalca na uri spet
oklepala kot 90°?

(A) 31L (B) 313 (C) 322 (D) 32-% (E) 33L&

A2. Naj bosta a in b naravni Stevili, za kateri velja 2* — 2° = 240.
Koliko je vrednost izraza a + b?

(A)8 (B) 11 (C) 13 (D) 16
(E) Ni¢ od nastetega.

A3. Plos¢ina enakostrani¢nega trikotnika ABC je enaka 32 cm?. Tocka N C

je sredisce stranice AC. Premici NM in BC sta pravokotni, premici ML

in AB sta pravokotni ter premici KN in N M sta pravokotni (glej sliko). M
Koliko kvadratnih centimetrov je plosc¢ina Stirikotnika K LM N? N

(A) 10 (B) 11 (C) 12 (D) 15 (E) 16
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B1. Poisci vsa realna Stevila z, ki resijo enacbo

3
— 1
Vo1 4+ 6 6\/x‘—|— _
Ve+1—z+1




B2. Najbo AB premer kroznice K, o¢rtane tetivnemu stirikotniku ABC'D. Premici AD in BC se
sekata v tocki E, tangenti na kroZznico K v tockah C in D pa se sekata v tocki F'. Dokazi, da
sta premici EF in AB pravokotni.



B3. Na celostevilski mreZi je ozna¢enih 25 tock (glej sliko). Neka-
tere izmed teh tock Zelimo pobarvati rdece, tako da nobene
tri rdece tocke ne bodo leZale na isti premici.

(a) Dokazi, da lahko pobarvamo 8 tock.
(b) Dokazi, da ne moremo pobarvati 11 tock.
(c) Alilahko pobarvamo 9 to¢k?

=N W e O




62. matemati¢no tekmovanje
sredn]esolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 21. april 2018

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
toc¢ko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo preglednico, desno preglednico pusti prazno.
Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgovore, zapisane v pre-
glednico.

[A1] A2 ]| A3) (B1 | B2 | B3 )

| Joo | |

A1l. Koliko je takih trimestnih naravnih Stevil, pri katerih se poljubni dve Stevki razlikujeta za
vsaj 4?

(A) 10 (B) 15 (C) 18 (D) 20 (E) 21

A2. Ce polinom p(x) delimo s polinomom z — 18, je ostanek pri deljenju enak 20. Ce polinom
p(x) delimo s polinomom z — 20, je ostanek pri deljenju enak 18. Koliko je ostanek pri deljenju,
¢e polinom p(z) delimo s polinomom (z — 20)(x — 18)?

(A) 2018 (B) —z — 2 (C) z + 2 (D) —z + 38 (E) z + 38

A3. Na stranicah AB, BC in C'A trikotnika ABC' zaporedoma leZijo
tocke D, F'in G, tako da sta premici F'G in AB vzporedni (glej sliko).
Plo&¢ini trikotnikov GFC in GFD sta zaporedoma enaki 4 cm? in
2 cm?. Koliko kvadratnih centimetrov je plos¢ina trikotnika ABC?
(A)8 (B)9 (C) 12 (D) 16
(E) Nemogoce je dolociti.
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B1. Poisci vsa prastevila p, ¢ in r, za katera ima polinom f(z) = 2®—pa?+ gz —r? same racionalne
nicle.



B2. V trikotniku ABC velja ¢ BAC' = % in [AB|* = |AC|* + |AC| - |BC|. Dolo¢i velikosti ostalih
dveh notranjih kotov trikotnika ABC'.



B3. Taja in Lili igrata igro, pri kateri je na mizi postavljenih 10 kroglic, ostevil¢enih z naravnimi
Stevili od 1 do 10. V prvi potezi igre Taja izbere naravno Stevilo n, nato pa dekleti izmenjaje
z mize jemljeta vsaka po eno kroglico, dokler kroglic ne zmanjka. Prvo kroglico z mize
vzame Lili, zadnjo pa Taja. Zmaga tista, katere vsota Stevil na vseh njenih kroglicah je blizja
stevilu n. Katero dekle ima zmagovito strategijo?



62. matemati¢no tekmovanje
Sl‘GdI‘l]ESOlCGV S lovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 21. april 2018

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
toc¢ko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo preglednico, desno preglednico pusti prazno.
Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgovore, zapisane v pre-
glednico.

[A1] A2 ]| A3) (B1 | B2 | B3 )

| I |

A1. Daljica AB je dolga 20 cm, toc¢ka O pa je njeno razpolovisce.
KroZnica K se od zunaj dotika kroZnic s premeroma AO in BO
ter od znotraj dotika kroZnice s premerom AB (glej sliko). Koliko
centimetrov je polmer kroZnice K?

(A) 2 (B) L ©X2  DV5  (E)2v5

A2. Koliko je takih trimestnih naravnih Stevil, pri katerih se po-
ljubni dve Stevki razlikujeta za vsaj 3?

(A) 80 (B) 88 (C) 92 (D)100  (E) 648

A3. V nekem trenutku kmalu po 4. uri urni in minutni kazalec na uri
oklepata kot 119° (glej sliko). Koliko stopinj je velik kot, ki ga kazalca
na uri oklepata natanko 1 uro in 20 minut po tem trenutku?

(A) 30 (B) 39 (C) 41 (D) 43 (E) 45
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B1. Na kroZnici s polmerom r naklju¢no izberemo dve tocki. Koliksna je verjetnost dogodka, da
sta izbrani to¢ki oddaljeni za ve¢ kot V2r in manj kot V3r?



B2. Naj bo T teZisce trikotnika ABC in D razpolovisce stranice BC. Premice AT, BT in CT naj
drugi¢ sekajo trikotniku ABC o¢rtano kroznico zaporedoma v to¢kah P, @) in R. Denimo,

daje |AD| = ‘/7§|AC’ |. Dokazi, da je trikotnik PQ) R enakokrak.



B3. Jure in Miha igrata igro z dvema posodama s kroglicami, v kateri poteze izvajata izmeni¢no.
Na zacetku igre je v beli posodi m kroglic, v ¢rni pa n kroglic. V vsaki potezi igralec bodisi
odstrani eno kroglico iz ene od posod ali pa prestavi eno kroglico iz bele v ¢rno posodo.
Zmaga tisti igralec, ki odstrani zadnjo kroglico iz posod. V odvisnosti od m in n doloci, kdo
ima zmagovito strategijo, ¢e je prvi na potezi Jure.



62. matemati¢cno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije

Drzavno tekmovanje, 21. april 2018

Resitve nalog za 1. letnik

(A1]A2]A3)
BlE|E]

I/A1.

Tablica cokolade ima 4-7 = 28 kvadratnih kosckov. Naj bo en tak koscek velik 1 kvadratno
enoto. Tedaj je 7 kosov ¢okolade oznacenih na sliki po vrsti velikih % =2, % =0, % =9,
% =4, % =22 % =8 in % = 1 kvadratno enoto. Torej je Jure pojedel kos s stevilko
6, Miha pa kos s stevilko 4. Izmed preostalih kosov ¢okolade so kosi s stevilkami 1, 5 in
7 skupaj veliki 2 + 2 + 1 = 5 kvadratnih enot, kar je enako kot kos s stevilko 3. Torej je
Klemen pojedel kose s stevilkami 1, 5 in 7, Luka pa je pojedel kos s stevilko 3. Ostane le
kos s stevilko 2, ki ga je pojedel Nace.

1/A2.

S pomocjo dane enakosti izracunamo

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a3—§a:(a3—§a2)+(§a2—1a)—Za:a(a2—§a)+§<a2—§a)—Za:

I/A3.
Figuro na sliki razdelimo na majhne skladne enakostrani¢ne trikotnike.

S prestevanjem teh enakostrani¢nih trikotnikov ugotovimo, da je s temno sivo barvo
obarvanih % = 2—77 ploscine celotne figure.

I/B1.
Enac¢bo preoblikujemo v pg = 7* — 4 in desno stran razcepimo po formuli za razliko
kvadratov, da dobimo
pg = (r* —2)(r* +2).

Obe &tevili 72 — 2 in r? + 2 sta ve¢ji od 1, zato imamo le dve moZnosti. Bodisi je 7> —2 =p
inr?4+2=gqalipajer!—2=qinr*+2=p.
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Denimo, da velja prva moznost. Ce je r = 3, tedaj sledi p = 7 in ¢ = 11. Ce pa je r # 3,
tedaj ima Stevilo r2 pri deljenju s 3 ostanek 1, zato je §tevilo ¢ = 72 4 2 deljivo s 3. Ker je ¢
prastevilo, sledi ¢ = 3 in » = 1, kar pa je protislovje, saj 1 ni prastevilo. V tem primeru je
torej edina resitvip =7, ¢=111inr = 3.

Drugo moZnost, 2 — 2 = ¢ in 2 + 2 = p, obravnavamo podobno, da dobimo &e resitev
p=1l,g=7inr = 3.

Razcep enatbe v obliko pg = (72 — 2)(1? 4+ 2) + oeviiii i 1 tocka
Ugotovitev, da je bodisi 7> —2=pinr’+2=qalipajer’? —2=qginr?+2=p. ...1
tocka

Obravnava primera r = 3 ter zapis obeh reSitev. ............................ 2 tocki
Argumentiran sklep, da pri r Z3 nireSitev. ............ it 3 tocke
I/B2.

A G D B
Oznacimo oglisca kvadratov, kot prikazuje slika. Trikotniki CKL, LJF, FHI in IGA

so podobni trikotniki, zato velja
CK| 3 |FH| 4 (1)
3 |JF| 4 |AG|

Oznac¢imo dolzino stranice kvadrata BEF D z x. Potem iz enakosti (1) sledi
3-4=|FH||JF|= (z —4)(z — 3).

Ko slednjo enakost poenostavimo in delimo z z, dobimo x = 7. Torej je |FH| = 3 in
|FJ| = 4. Iz enakosti (1) zato sledi |CK| = % = 9 in |AG| = I;_;II — 1 0d tod
izrac¢unamo
16 49

[AB| = |AG| + |GD| +|DB| = 5 +4+ 7=+
in .

|BC| = |BE| + |EK| + |KC| =T+3+ = —,
ter naposled Se

|AC| = \/|ABJ? + |BC|? =

492 49 \/492(16+9) _49-5 245
9 16 9-16  3-4 12~

1. NACIN Ugotovitev, da so trikotniki CKL,LJF, FHI in IGA podobni in ugotovitev

. |CK| _ 3 _ |FH| _ 4 .
enakost.l 3 = W =7 = m .......................................... 3 tocke
Ugotovitev, da & = 7 ..ot i i i it e st i s 1 tocka
Izrakun dolzine daljic |[CK| =2 in fracl63 ........vviiiiiiiiiiiiinnnnnnnn. 1 totka



Izraéun dolzine daljic |[AB| = % in |BC| = fracd94 .......ccoviiiiiiiiinnnn. 1 tocka

Izratun dolzine daljice [AC| =22 ... ... i 1 tocka

2. NACIN Ugotovitev, da sta trikotnika F'HI in F'JL skladna dotfill 3 tocke

Izracun dolZin daljic [IF| = |FL| =5 tuuuuiiiiiiiii it innnneens 1 tocka

Izratun dolzine daljic [AI| =2 in [LC| =1 ... 2 tocki

Izrakun dolzine daljice [AC| =22 ... .. .. i 1 totka
1/B3.

Ker izmed 4 tock, ki lezijo v isti vodoravni vrstici, lahko pobarvamo najvec¢ 2, lahko
skupaj pobarvamo najve¢ 4 - 2 = 8 tock. Da 8 tock tudi res lahko pobarvamo, prikazuje
spodnja slika.

1 2 3 4
Zapisana ugotovitev, da je maksimalno Stevilo rdecih to¢k 8. ............... 1 tocka

Utemeljitev, da je 8 res najvetje mozno $tevilo pobarvanih totk. (2 to&ki za ugotovitev,
da na vsaki premici lahko pobarvamo najve¢ dve tocki in 1 to¢ka, da upostevamo npr.

vodoravne premice in jetorej to 4 -2 =8 toCk. ...... ...ttt 3 tocke
Pobarvana ustrezna reSitev z 8 rde€imi totkami oz. natanéno opisano, da je tako
barvanje mozZno. . .........iiiiii i i e et 3 tocke



62. matemati¢cno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije

Drzavno tekmovanje, 21. april 2018

Resitve nalog za 2. letnik

(A1]A2]A3)
cle|B]

II/A1.

Kote bomo merili v smeri urinega kazalca. Ker se veliki kazalec premika hitreje, bosta
kazalca spet oklepala kot 90° takrat, ko bo veliki kazalec za 90° prehitel mali kazalec. Tako
je kot «, ki ga v tem casu opiSe veliki kazalec, za 180° vecji od kota, ki ga v istem casu
opise mali kazalec. Ko se veliki kazalec premakne za cel krog, se mali kazalec premakne za
% kroga, torej ko se veliki kazalec premakne za kot «, se mali kazalec premakne za kot {3.
Od tod sledi a = {5 + 180°, od koder izrazimo a = % - 180°. Ker veliki kazalec v 1 minuti

a _ 360

opise kot % = 6°, bo kot v opisal v & = 97 = 32% minutah.

II/A2.

Ocitno mora biti @ > b. Enacbo preoblikujemo do 2°(247 — 1) = 2% . 15. Od tod sledi
b=41in 2% —1 = 15. Drugo ena¢bo preuredimo do 2%~ = 16 in sklepamo, da je a — b = 4.
Od tod izra¢unamo $e a = 8. Torej je a + b = 12 in pravilen odgovor je (E).

I1/A3.

Oznac¢imo dolzino stranice enakostrani¢nega trikotnika ABC' z a. Opazimo, da sta
trikotnika NMC in M LB polovici enakostrani¢nih trikotnikov. Ker je N razpolovisce
stranice, od tod po vrsti sledi [NC| = &, [MC| = %, [BM| = 2. Ker je JANK =
180° — S KNM — < MNC = 60°, je trikotnik AK N enakokrak. Njegova stranica je enaka
% stranice trikotnika ABC', zato je njegova plos¢ina enak (%)2 = }l ploséine trikotnika ABC),

to je 8 cm?. Podobno ugotovimo, da je plos¢ina trikotnika NMC' enaka % : (%)2 = % ploscine

trikotnika ABC, to je 4 cm?, ploscina trikotnika M LB pa je enaka % . (%)2 = 3% ploscine tri-
kotnika ABC, to je 9 cm?. Plos¢ina stirikotnika K LM N je tako enaka 32—8—4—9 = 11 cm?.

I1/B1.
V enacbo vpeljemo novo spremenljivko z = /2 + 1, da dobimo 2%+ % =1, in ulomek
na levi strani preoblikujemo 2% + ;6222:11) = 1. Od tod sklepamo, da z ne sme biti enak 0,

1 ali —1, saj sicer ulomek ne bi bil definiran, nato pa lahko ulomek okrajsamo, da dobimo
enacbo 22 — g = 1. Ena¢bo pomnozimo z z in poenostavimo do 2% — z — 6 = 0. Izraz na levi
strani enacbe razstavimo

P ez—6=(2"-8)—(2—-2)=(2—-2)(2* +22+4) — (2 —2) = (z — 2)(z* + 22 + 3).

Ker je 224+ 22 +3 = (2 +1)2+ 2 > 0, je edina resitev enacbe z = 2. Sledi v/z + 1 = 2, od
koder izracunamo x = 63.

2. nacin. Kot v prvi resitvi vpeljemo novo spremenljivko z = v/x + 1, nato pa dobljeno
2 . . . .
enacho 22 + %59 =1 pomnozimo z z* — z in preoblikujemo do 2° — 22% — 622 + z + 6 = 0.
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Nekoliko bolj se moramo potruditi, da levo stran podobno kot v prvi resitvi razstavimo

25 —22% 6222+ 6=2(2" 222 41) —6(2—1)=2(2*-1)2—6(:* - 1) =
=2 -1)(*—2-6)=(z—D(z+1)(z —2)(z* + 22 + 3).
Resitve enacbe so tako z = 1, z = —1 in z = 2, saj je spet 22 + 2z + 3 > 0. Prvi dve regitvi

odpadeta, ker v tem primeru ulomek v zacetni enachi za z ni definiran, resitev z = 2 pa nam
da z = 63.

Vpeljava nove spremenljivke 2 = /2 + 1 ..vviiiiiiiiiii it i 1 tocka
Ugotovitev, da z ne sme biti enak 0, 1 in —1 0z. z ne sme biti 0 in —1 ...... 1 tocka
Preoblikovanje enatbe do 22 — 2 — 6 =0 ...vviiiiirier i, 1 tocka
Raztlenitev enatbe v obliko (z —2)(22+2z+3)=0ali (z—1)2(z+1) =6 ali (22 —1)(z —
2) (22 4 224 3) = 0t et 1 tocka
Preizkus, da reSitev z =2 ustrezaenacbi ............. ... i iiiiiiiiii., 1 tocka
Utemeljitev, da je z =2 edinarealnareSitev ............ccciiiiiiiiinnnn.. 1 tocka
Rezultat & = 03 ... i i i i i i et et et e e e sara e anaenn 1 tocka
I1/B2.

Ozna¢imo o« = ¢ BAFE in § = ¢ EBA, in naj bo O sredis¢e kroznice K. Potem je
JAEB =7 — a — . Zaradi tetivnosti stirikotnika ABCD je < DCB =7 — «a in 4 ADC =
m—p. Ker je $OCB = 4CBO = fin 4 ADO = SOAD = a, sledi $ODC = 4 DCO =
™—a—pf.

Naj bo S sredisce trikotniku CE D ocrtane kroznice. Po izreku o sredisénem in obodnem
kotuje $ DSC =24 DEC =2(n—a—f), zato je SCDS = 4 SCD = % =a+pB-7.
Sledi $ODS = 4SCO = 4SCD + 4 DCO = 7. Torej sta C'S in DS tangenti na kroznico
KC, kar pomeni, da je S = F, oziroma F' je srediSce trikotniku CED oc¢rtane kroznice.

Naj bo H visinska tocka trikotnika ABFE. Po Talesovem izreku sta AC' in BD visini tega
trikotnika, torej je H njuno presecisce. Prav tako po Talesovem izreku sledi, da je stirikotnik
CEDH tetiven in srediS¢e njemu ocrtane kroznice lezi na razpoloviséu daljice £ H. Pokazali
smo ze, da je tocka F' sredisce trikotniku CED ocrtane kroznice, torej tocke E, F' in H



lezijo na isti premici. Ker je FH visina trikotnika ABE na stranico AB, od tod sledi, da
sta premici EFF in AB pravokotni.

2. naé¢in. Privzemimo enake oznake kot v prvi resitvi. Ker sta C'F in DF tangenti na
kroznico K, je trikotnik DC'F enakokrak z vrhom pri F, hkrati pa velja 4 FCO = ¢ ODF =
5. Iz stirikotnika OCFD zato dobimo ¢ DFC' = m — ¢ COD. Po izreku o sredisénem in
obodnem kotu je ¢ COD =24 CAD, torej je S DFC =1 —2 < CAD. Po Talesovem izreku
velja $ ACB = 7, zato je $ DEC = § — 4CAD. Od tod sledi $ DFC =7 —-24CAD =
29 DEC. Ker tocki F in F lezita na istem bregu premice C'D in je trikotnik C'F'D enakokrak
z vrhom pri F', po izreku o sredis¢nem in obodnem kotu sledi, da je F' srediSce trikotniku

CED ocrtane kroznice. Dokaz dokoncamo podobno kot v prvi resitvi.
Pravilna uporaba tetivnosti Stirikotnika ABCD, npr. < BAD = S ECD ali $CBD =

o 1 tocka
Izratun kotov trikotnika OCD s koti trikotnika ABE, npr. JODC = ¢DCO =
FL o T 1 tocka
Uvedba to¢ke S ali izratun kotov trikotnika C'DF s koti Stirikotnika ABCD, npr.
JCDF =94 FCD =9CAD ali $DFC =71 —<4COD ...vvvviiiiiiiiinnnnnn. 1 tocka
Dokaz S DFC =29 DEC ...ttt iiiaite i esaanns 1 tocka
Utemeljitev, da je F' sredisce trikotniku C DFE oé&rtane kroznice ............. 1 tocka
Tetivnost Stirikotnika CEDH ali prenos kotov ob totkah E in F npr. JFEC =
S FODE e 1 tocka
Utemeljitev, da je AB L EF e i et et ea e e anens 1 tocka
I1/B3.
Spodnja slika prikazuje, da lahko pobarvamo ne le 8 ampak tudi 9 tock.
5+ ° ° ° ° °
4 + o . o ° o
3 T [ ] o o o [ ]
2 -+ o o [ ] o o
1+ o ° o ° °
1 2 3 4 5

Ker izmed 5 tock, ki lezijo v isti vodoravni vrstici, lahko pobarvamo najvec¢ 2, lahko
skupaj pobarvamo najve¢ 5 - 2 = 10 tock. Torej 11 tock ne moremo pobarvati.

Opomba. Izkaze se, da lahko pobarvamo celo 10 tock, vendar je tako barvanje veliko
tezje najti kot barvanje za 9 tock. Bralcu prepusc¢amo, da primer najde sam.

Pravilno barvanje osmih tock vmrezi ............ ... it 1 tocka
Sklep, da sta v vsaki vrstici (stolpcu) pobarvani najvet 2 tocki .............. 1 tocka
Sklep, da ker imamo samo 5 vrstic oziroma stolpcev, 11 totk ne moremo pobarvati 2
tocki

Pravilno barvanje devetih to€¢k v mrezi ..............cciiiiiiiiiiiinnnnns 3 tocke
Samo pritrdilen odgovor na podnalogo ) prinese 0 tock.



62. matemati¢cno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije

Drzavno tekmovanje, 21. april 2018

Resitve nalog za 3. letnik

[A1]A2]A3)
(c|p|B]

ITI/A1.

Obravnavajmo vse moznosti glede na prvo stevko sStevila.

Ce je prva stevka stevila enaka 1, tedaj moramo drugo in tretjo stevko izbrati iz mnozice
{5,6,7,8,9}. Imamo le dve moznosti, 59 in 95. Podobno, ¢e je prva Stevka enaka 8, morata
biti preostali dve iz mnozice {0, 1,2,3,4}. Spet imamo le dve moznosti, 04 in 40.

Ce je prva Stevka enaka 2, morata biti preostali dve iz mnozice {6,7,8,9}, vendar se
nobeni dve Stevili iz te mnozice ne razlikujeta za vsaj 4. Podobno ugotovimo, da prva stevka
ne more biti enaka 7 in tudi ne 3 ali 6.

Ce je prva stevka enaka 4, tedaj sta preostali dve lahko enaki 08, 80, 09 ali 90. Ce je
prva Stevka enaka 5, tedaj sta preostali dve lahko enaki 09, 90, 19 ali 91.

Ce pa je prva stevka enaka 9, moramo preostali dve izbrati iz mnozice {0,1,2,3,4,5},
kar lahko storimo na 6 nacinov, tj. 04,40, 05,50, 15, 51.

Stevil z iskano lastnostjo je torej 4 + 8 + 6 = 18.

II1/A2.

Iz podatkov sklepamo, da je p(z) = (x — 18)r(x) 4+ 20 za nek polinom r(z). Od tod sledi
p(18) = 20. Podobno sklepamo, da je p(20) = 18. Naj bo s(x) ostanek pri deljenju polinoma
p(x) z (x — 20)(x — 18). Tedaj je p(x) = (x — 20)(x — 18)t(x) + s(x) za nek polinom ¢(z) in
s(z) = ax + b za neki realni stevili a in b. Ker je p(18) = 20 in p(20) = 18, je tudi s(20) = 18
in s(18) = 20. Od tod sledi 20a + b = 18 in 18a + b = 20, od koder izra¢unamo a = —1 in
= 38. Torej je s(z) = —x + 38.

G“

II1/A3.

Trikotnika GFC in GDF imata enako osnovnico GF', njuni plos¢ini pa sta v razmerju
2 : 1. Torej morata biti tudi dolzini njunih viSin na stranico GF' v razmerju 2 : 1. Ker sta
premici F'G in AB vzporedni, je dolzina visine skozi C' trikotnika ABC enaka vsoti dolzin
prej omenjenih visin. Od tod sledi, da sta visini skozi C' trikotnikov ABC' in GF'C v razmerju
3 : 2. Ker sta si ta dva trikotnika podobna, je tudi |[AB| : |GF| = 3 : 2. Plos¢ini trikotnikov
ABC in GFC sta tako v razmerju 9 : 4, zato je plos¢ina trikotnika ABC enaka 9 cm?.

I11/B1.

Ker ima polinom f celostevilske koeficiente in vodilni koeficient enak 1, so vse njegove
racionalne nicle v resnici celostevilske. Ce je x negativno Stevilo, potem je tudi f (x) =
2% — px? + gx — r? negativno stevilo, saj so vsi ¢leni v tem primeru negativni. Torej polinom
f nima negativnih nicel. Ker tudi 0 ni nicla polinoma f, sledi, da so vse tri njegove nicle
naravna Stevila. Oznacimo jih z a, b in c.

Po Vietovih formulah je a + b+ ¢ = p, ab + ac + bc = ¢ in abc = r%. Ker je r prastevilo,
iz tretje enacbe sledi, da imamo le dve moznosti; bodisi sta dve nicli enakl r, tretja pa 1, ali
pa sta dve nicli enaki 1, tretja pa r2.
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V prvem primeru je ¢ = ab + ac + bc = r(r + 2), kar pa ni mogoce, saj r(r + 2) ni
prastevilo. Torej sta dve ni¢li enaki 1, tretja pa r2. Od tod dobimo p =a + b+ ¢ = r? 4 2.
Ce stevilo 7 ni deljivo s 3, potem je ostanek stevila 72 pri deljenju s 3 enak 1, zato je stevilo
p = r? + 2 deljivo s 3. To ni mogoce, saj je p = r? + 2 prastevilo, ki je o¢itno vecje kot 3.
Sledi, dajer =3, p=7r>+2 =111in ¢ = ab+ ac + bc = 2r? + 1 = 19, ni¢le polinoma
flx)=2% — 112> + 192 — 9 paso 1, 1 in 9.

Utemeljen sklep, da so ni€le cela Stevila ................ .. oot 1 tocka
Ugotovitev, da abc = r? in sklep, da imamo 6 moznosti: (1,1,72), (1,—1,—7r?), (=1, —1,7?),
O o TR e B o o TR B o 1 tocka

Dokaz, da nobena ni¢la ne more biti negativna ali obravnava primerov (1,—1,—r?),
(—1,—1,7%), (=1,—nr,r), (1, —r, —r) (Ze se obravnavata vsaj 2 primera se dodeli 1 totka)
2 tocka

,
Obravnava primera (1,1
Zapis resitve (1,p,q) = (

111/B2.

A B
Kote trikotnika ABC oznacimo kot obicajno z «, 3 in v, torej je a = . Naj bo D taka
tocka na premici AC, da C lezi med A in D in velja |CD| = |CB|. Pogoj naloge lahko
preoblikujemo v
|AB|  |AC|+ |BC| |AC|+|CD| |AD|
|AC| |AB]| B |AB| ~|AB|
Trikotnika ABC in ADB se torej ujemata v razmerju stranic in kotu 4 BAD med njima,
zato sta si podobna. Sledi < ADB = in < DBA = ~. Ker je trikotnik BC'D enakokrak z
vthom v C, je $ DBC = SCDB = (3. Torej je

v=<J4DBA=<3DBC +4CBA = 2.

Od tod sledi m = a+ f+v =5 + 303, zato je B = T in vy =

2. nacin. Kote trikotnika ABC oznacimo kot oblcaJno Z Q, B in 7. Po sinusnem izreku
velja B — A9 _ 4Bl koder izrazimo |BC| = Gno [AB| in [AC] = B AB|. Ko to

sin sin 8 sin~y? sin y
vstavimo v enakost |AB|? = |AC|*> + |AC| - |BC|, dobimo
ABJ? = sin B |ABP? + smasmﬁ |ABP.
sin?



Enakost okrajsamo z |AB|? in pomnozimo s sin?~, da dobimo enakost sin®~y = sin® 3 +
sin acsin 3, ki jo preuredimo v sin® 4 —sin? f = sin asin 8. S pomocjo faktorizacijskih formul
in formul za dvojne kote levo stran preoblikujemo

v+6 =8 =8 a+6 _

sin? 4 — sin? 8 = (siny + sin ) (sin y —sin 3) = 2sin 5 €08 -2sin 5 €08

= sin(y + f) sin(y — B) = sin(m — a) sin(y — ) = sinasin(y — ).

Torej velja sin asin 3 = sin asin(y — 3). Po predpostavki je a = % oziroma sina = ‘/75 # 0,

zato sledi sin f = sin(y — ). Kerje 0 < f <7 in —7 <y — < 7, imamo le dve moznosti;
bodisi je v — 3 = B ali pav—f =7m— . V drugem primeru dobimo protislovje v = 7, torej
jey— B =B, oziroma v = 203. Hkrati jey+ =7 —a = %ﬂ, torej je 38 = %’r Sledi f = ¢
invy= %’r

3. nacin. Kote trikotnika ABC oznacimo kot obi¢ajno z «, f in v. Po predpostavki
je |ABJ]* = |AC|? + |AC| - |BC|, po kosinusnem izreku pa velja [AB|? = |AC|? + |BC|* —
2|AC| - |BC| cos~. Iz obeh enakosti sledi |BC|? = |AC| - |BC|(1 + 2 cos~y) oziroma

|BC| = (1 + 2cos)|AC|.
Ko to vstavimo v enakost |AB|* = |AC|? + |AC| - |BC|, dobimo |AB|* = (2 + 2cos~)|AC|?

oziroma
|AB| = /2 +2cosv - |AC.

Ce zapiemo Se drugi kosinusni izrek |BC|?> = |ABJ?> + |AC|> — 2|AB| - |AC| cos a, vanj
vstavimo zgornji dve zvezi in upostevamo predpostavko o = Z, dobimo

(14 2cosy)}|AC|? = (2 + 2cosY)|AC]* + |AC|* — \/2 4+ 2cosy - |AC|.

Enakost okrajsamo z |AC|? in izrazimo ¢len s korenom

V/2+2cosy=3+2cosy— (1+2cosy)?=2—2cosy —4cosy? = (2)
= (24 2cosvy)(1 —2cos7).

Enakost sedaj kvadriramo, da dobimo (2+2cos~y) = (2 +2cosv)?(1 — 2cos)?. Ker v # ,
je 2+ 2cosy # 0, zato lahko enakost okrajsamo z (2 + 2 cos+y), in desno stran preuredimo

1=(2+2cosv)(1 —2cosvy)? =2—6cosy+8cos’ vy =2+ 2(4dcos®y — 3cosy) =
=2+ 2cos 3.

1
5

Ker je a =3, jey < 2r oziroma 0 < 3y < 27. Zato imamo dve

Sledi cos3y = — 3

reéitvi 37 = —” in 3y = ”, od koder dobimo v = 3” in v = 49”. Ker je 0 < %” < 3, je
L <cos? < 1 Torej je pri vrednosti v = 2“ desna stran enakosti (2) negativna, leva pa
poz1t1vna zato ta reSitev odpade. Resitev ’y = = pa je res reSitev, saj je v tem primeru
7 > % in zato cosy < %, torej sta obe strani enakosti (2) pozitivni. Od tod izra¢unamo Se
8= 7T —a—= 2(;

1. nadin

Definirana to€ka D ..ot i i i i e 1 tocka
Ugotovitev, da sta trikotnika AABC in AADB podobna .................... 2 tocki
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Ugotovitev, da je Y ADB = 4CBAin $DBA=JACB ..c.ovviiiiiiinnnn.. 1 tocka

Ugotovitev, da je S DBC = SCDB = JCBA viiiiiiiiiiii i 1 tocka
Ugotovitev, da je JACB =2FCBA oottt iiiiii e iiiaaeees 1 tocka
Pravilno izracunani koti trikotnika AABC ... 1 tocka
2. nadin

Zapisan sinusni izrek za trikotnik AABC ... i 1 tocka
Pravilna izpeljava enacbe sin®y = sin? 8 +sinasin 8 «voeeinrennrennennnennn. 1 tocka
Pravilna izpeljava enatbe sinasinf =sinasin(y — ) «vvvvvviiiiiiiiiinnnnn. 1 tocka
Argument sina # 0 in enatba sin f =sin (7 — ) cuuuiiiiiiiiiiiiiiineen. 1 tocka
RelevantnireSitvi 7 — 6= in 7 — B =T — B curririe ittt eeeannennens 1 tocka
Obravnava reSiteV . .......oiiiiii it i i i i 1 tocka
Pravilno izra€unani koti trikotnika AABC ... ... i i 1 tocka
3. natin

Pravilna izpeljava enatbe |BC| = (1 +2cosy)[AC| «uiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnns 1 tocka
Pravilna izpeljava enatbe |AB| = /2 +2cosy[AC| ..o, 1 tocka
Pravilna izpeljava enatbe /2 +2cosy = (24 2cosy)(1 —2¢€087) vvvivuunnenn. 1 tocka
Argument 2+ 2cosy # 0O inenatba 2cos3y = —1 ...iiiiiiiiiiiiiiii i 1 tocka
Relevantni reSitvi v =27/9in v =47/ ..ottt e e 1 tocka
Obravnava reSiteV . .......ciiiiiiiii it i i i e 1 tocka
Pravilno izracunani koti trikotnika AABC' ... ... 1 tocka

I11/B3.

Pokazali bomo, da ima zmagovito strategijo Lili. Vsota Stevil vseh kroglic na mizi je
enaka LQH = 55. Torej bo na koncu vsota stevil ene od deklet vecja kot % = 27%, vsota
Stevil druge pa manjsa od 27%, hkrati pa bosta obe vsoti od stevila 27% enako oddaljeni. Ce
Taja v prvi potezi izbere naravno stevilo n, ki je vecje od 27%, potem mora Lili le poskrbeti,
da bo njena vsota na koncu vecja od Tajine, saj bo tedaj vecja kot 27% in s tem blizja Stevilu
n. To lahko Lili stori tako, da vsaki¢ z mize vzame kroglico z najvecjo stevilko. Ce pa Taja
v prvi potezi izbere naravno stevilo manjse od 27%, lahko na podoben nacin zmaga Lili, ¢e

z mize vsaki¢ vzame kroglico z najmanjso stevilko.

Utemeljitev za n < 100N 1> 40 . inir it ittt s s e eneaaeasanannnnns 2 tocki
Utemeljitev za 1 <25 N 712> 30 oo iiriiniin i ie et sasasasanrananasasns 1 tocka
Utemeljitev meje pri povpre€ju 27.5 ..o iiii it ie et eaasarannnnnnnns 2 tocki
Utemeljitev zmagovalne strategije ........... ... iiiiiiiiiiiiiiiiianennn 2 tocki

Opomba: Pri utemeljitvi zmagovalne strategije zahtevamo utemeljitev zakaj je taka
srategija res zmagovalna, ne glede na Tajino igro.
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62. matemati¢cno tekmovanje
d MFA srednjesolcev Slovenije

Drzavno tekmovanje, 21. april 2018

Resitve nalog za 4. letnik

(A1[A2[A3)
|B|D|B|

Oznacimo razpolovisée daljice AO s P, sredisce kroznice K pa z R. Polmer kroznice
KC oznacimo z r. Zaradi simetrije je premica RO pravokotna na premico AB. Torej po
Pitagorovem izreku velja |PO|*> + |OR|?> = |PRJ?>. Merjeno v centimetrih je |PO| = 5,
|OR| =10 — r in |PR| = 5+ r, zato je 5* + (10 — r)* = (5 + ). Enacbo poenostavimo, da

dobimo 30r = 100. Torej je r = 13—0 cm.

IV/A2.

Obravnavajmo vse moznosti glede na prvo stevko Stevila.

Ce je prva Stevka enaka 1, potem moramo drugo in tretjo Stevko izbrati iz mnozice sestih
zaporednih $tevil {4,5,6,7,8 9}, tako da se razlikujeta za vsaj 3. To lahko storimo na 12
nacinov, tj. 47,48,49,58,59,69,74,84,85,94,95,96. Podobno, Ce je prva Stevka enaka 8,
moramo drugo in tretjo stevko izbrati iz mnozice Sestih zaporednih stevil {0,1,2,3,4,5}. To
lahko spet storimo na 12 nacinov.

Ce je prva stevka enaka 2, moramo drugi dve izbrati iz mnozice petih zaporednih stevil
{5,6,7,8,9}, kar lahko storimo na 6 nac¢inov. Podobno imamo 6 moznosti tudi, ¢e je prva
Stevka enaka 7.

Ce je prva stevka enaka 3, moramo drugi dve izbrati iz mnozice {0} U {6,7,8,9}, kar
lahko storimo na 10 nacinov. Podobno, ¢e je prva stevka enaka 6, moramo drugi dve izbrati
iz mnozice {9} U {0, 1,2, 3}, kar spet lahko storimo na 10 nacinov.

Ce je prva Stevka enaka 4, moramo drugi dve izbrati iz mnozice {0,1} U {7,8,9}, kar
lahko storimo na 12 nac¢inov. Podobno imamo 12 moznosti tudi, ¢e je prva stevka enaka 5.

Ce pa je prva Stevka enaka 9, potem moramo preostali dve §tevki izbrati iz mnozice
{0,1,2,3,4,5,6}, kar lahko storimo na 20 nacinov.

Stevil z iskano lastnostjo je torej 24 + 12 4+ 20 + 24 4 20 = 100.

IV/A3.
Kote bomo merili v smeri urinega kazalca. Veliki kazalec v eni uri opise kot 360°, v eni
minuti pa kot % = 6°. V 1 uri in 20 minutah se torej premakne za kot 20-6° = 120°. Mali
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kazalec v eni uri opise kot 3?30 = 30°, v eni minuti pa kot % = 0.5°. V 1 uri in 20 minutah
se torej premakne za kot 30° 4 20 - 0.5° = 40°. Kot med kazalcema po 1 uri in 20 minutah

je zato enak 119° + 40° — 120° = 39°.

IV/B1.

Privzemimo oznake s slike, na kateri je prva izbrana tocka na kroznici oznacena z A. Da
bo razdalja med izbranima tockama veéja od v/2r in manjsa od v/3r, mora druga izbrana
tocka B lezati na enem od dveh odebeljenih lokov na sliki. Verjetnost tega dogodka je enaka
razmerju med skupno dolzino obeh odebeljenih lokov in obsegom cele kroznice. Ker sta
odebeljena loka oc¢itno enako dolga, je to razmerje enako %f” =2

Dolociti moramo Se velikost kota «. Hitro opazimo, da je trlkotnlk APO polovica kva-
drata, saj je enakokrak in ima osnovnico za faktor v/2 daljso od obeh krakov. Od tod dobimo
JAOP = 7. Podobno opazimo, da visina na osnovnico enakokrakega trikotnika AQO ta
trikotnik razdeli na dva pravokotna trikotnika, ki sta enaka polov101 enakostranicnega trlko—

tnika, saj imata hipotenuzo dolzine r in eno od katet dolzine L3r. Sledi, da je < AOQ =

Od tod izra¢unamo a = ¢ AOQ — 4 AOP = Z. Verjetnost 1skanega dogodka je torej enaka
a 1

=

Pregledna skica skupaj z ozna€enimi koti ...............cciiiiiiiiiiiii.n, 1 tocka
Izratun kota S AOQ ..o e e 1 tocka
1Zra€un kota S AOP ..o e 1 tocka
1Zra€un Kota (v ..ot i e 1 tocka
Nastavljeno razmerje & ... . i 2 tocki
Pravilen rezultat . ....... ... i e 1 tocka

IV/B2.
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Oznacimo dolzine stranic trikotnika ABC' in njegove kote kot obi¢ajno. Naj bo E raz-
poloviste stranice AC. Potem je |AE| = %, |AC| = b in po predpostavki |AD| = \/731). Ker

AE| _ V3 _ |AD|

AT| 2 |AC|

To pa pomeni, da sta si trikotnika ATE in AC'D podobna, saj imata skupen kot 4 DAC.
Torej je ¢ ETA = 4 ACD, kar pomeni, da je Stirikotnik CET' D tetiven. Sledi ¢ ATR =
I DTC = 4 DEC = «, kjer smo upostevali, da sta premici AB in DFE vzporedni, saj sta D
in E razpolovisci ustreznih stranic. Zaradi tetivnosti stirikotnika ARBC' velja < TRA = f,
torej je S RAT = 1 — SATR — 4TRA = 17— a — = v. Iz tetivnosti zato sledi se
4 RQP = ¢ RAP = ~. Podobno je ¢ RTB = 4CTE = 4CDE = [ in ¢ BRT = «a, zato
velja STBR =~ in $QPR = 4QPR = ~. Kota 4 QPR in 4 RQP sta tako oba enaka ~,
kar pomeni, da je trikotnik PQ) R enakokrak z vrhom pri R.

lzratun [AT| = Zb...ooiiii 1 totka.
Izpeljava enakosti % = % ............................................. 1 tocka.
Utemeljitev enakosti S ETA = JACD .. .ottt iiinaieenns 1 tocka.
Utemeljitev tetivnosti Stirikotnika CETD ...t i i ianeanens 1 tocka.
Utemeljitev enakosti S ATR = ali SRTB = [ uuuuriiiiirienneeeeeenn. 1 tocka.
Utemeljitev enakosti < RAT =7y ali STBR =7 «ovuiiiiiiiiininnnnnnnnnnnns 1 tocka.
Sklep S ROQP = S QPR = 4 v vttt ittt e e et e e 1 tocka.
2. nacin. Kot v prvi resitvi ugotovimo, da je |AT| = \/igb, % = % in 4 ETA =

JACD. Zdaj lahko izra¢unamo
YBTP=3ETA=3ACD = 3 ACB = ¥TPB,

kjer smo v zadnji enakosti upostevali enakost obodnih kotov nad lokom AB. Sledi, da je
trikotnik BPT enakokrak in zato |T'B| = |PB|.

V trikotnikih ATC in RTP je CTA = SRTP in 4 ACT = 4TPR, torej sta si
trikotnika podobna. Zato je |RP| = A — |RT|\/3. Prav tako sta si trikotnika BT'C' in

|AT|
RT@ podobna, zato velja |RQ| = ‘B%‘:‘F]FT‘ = |B|C;3|'1|3]TT‘, kjer smo upostevali enakost |BT| =

|BP|. Upostevamo se podobnost trikotnikov ADC in BDP in dobimo |BP| = AL —
122l Sledi |RQ| = |RT|V3 = |RP|.
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Izratun |AT| = fb ....................................................... 1 tocka.

Izpeljava enakosti % = % ............................................. 1 tocka.
Utemeljitev enakosti S ETA = JACD ... ot iiiiiieans 1 tocka.
Utemeljitev enakokrakosti trikotnika T'PB ......cooiiiiiiiii it i 1 tocka.
Izralun |BT| = |BP| = “‘}C‘ ............................................... 1 tocka.
Uporaba podobnosti trikotnikov AT'C' in RT P ali trikotnikov BTC in RT(Q)...1 tocka.
SKIEP |RQ)| = | R P ettt aannns 1 tocka.

3. nacin. Kot v drugem nacinu ugotovimo, da je |AT| = \/Lgb in s pomocjo podobnosti
trikotnikov ATC' in RTP izracunamo |RP| = |RT|\/3, s pomocjo podobnosti trikotnikov
BTC in RTQ pa |RQ| = BT

|BT|
S pomocjo dveh kosinusnih izrekov bomo pokazali, da je |BT| = %. To lahko naredimo

na ve¢ nacinov, eden od njih je naslednji: Po kosinusnem izreku v trikotniku AC'D je

BC| = 2|CD| = \/TADE + [AC — 2]AC] - |AD]cos § DAC = /7 — 4v/3 cos 4 DAC|AC]|.

Po kosinusnem izreku v trikotniku AT'E in upostevanju |AT| = fl pa je

4
|BT| = 2|ET| = 2¢/|AT|? + |AE|2 — 2|AT| - |AE| cos < DAC = \/Z — %_ cos X DAC|AC.

3
Sledi |BT| = 22! in iz enakosti |RP| = |RT|v/3 in |RQ| = % sledi |RP| = |RQ)|.
Izraéun |AT| = 7§b ....................................................... 1 tocka.
Uporaba podobnosti trikotnikov AT'C in RTP ali trikotnikov BT'C' in RT()...1 tocka.
Uporaba kosinusnega izreka za izrazitev ene od dolzin |BC|, |BT| s pomo&jo enega kota

indolzine ene daljice . ....... ... e 2 tocki.

Uporaba kosinusnega izreka za izrazitev druge od dolzin |BC|,|BT| s pomot&jo enega

kota in dolZine ene daljice ... e 1 tocka.

Izpeljava |BT| = “ffc‘ ..................................................... 1 tocka.

SKIEP |RQ| = | R P |+ e et e e ettt et e ettt e e e e 1 tocka.
IV/B3.

Pokazali bomo, da ¢e sta obe stevili m in n sodi, ima zmagovito strategijo Miha, ce pa
je vsaj eno od stevil m in n liho, ima zmagovito strategijo Jure.

Denimo najprej, da sta m in n sodi. Tedaj lahko Miha vsaki¢ ponovi Juretovo potezo,
saj bo tako po vsaki njegovi potezi Stevilo kroglic v vsaki posodi sodo. Zadnjo kroglico bo
v tem primeru odstranil Miha in tako zmagal igro.

Denimo sedaj, da je vsaj eno od stevil m in n liho. Tedaj lahko Jure v svoji prvi potezi
poskrbi, da bo po njegovi potezi v obeh posodah sodo mnogo kroglic. Ce je m liho in n sodo,
potem Jure odstrani kroglico iz bele posode. Ce je m sodo in n liho, Jure odstrani kroglico
iz érne posode. Ce pa sta m in n obe lihi, potem Jure prestavi kroglico iz bele v érno posodo.
V vseh naslednjih potezah lahko nato Jure ponavlja Mihove poteze. S to strategijo bo Jure
odstranil zadnjo kroglico in zmagal.

Zapis pogoja Miha zmaga < Steviliminnsodi .............. ... 2 tocki
Ugotovitev, da je Mihova taktika v primeru, ko sta Stevili m in n sodi, ponoviti Juretovo
zadnjo potezo, in da to pripelje do Mihove zmage .......................... 2 tocki

Ugotovljena prva Juretova poteza (odstraniti kroglico iz bele posode), ko je m liho
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Stevilo in n sodo, ter prevedba na primer, ko sta obe Stevili sodi ............ 1 tocka
Ugotovljena prva Juretova poteza (odstraniti kroglico iz &rne posode), ko je m sodo

Stevilo in n liho, ter prevedba na primer, ko sta obe Stevilisodi ............. 1 tocka
Ugotovljena prva Juretova poteza (premakniti kroglico iz bele v &rno posodo), ko sta
m in n lihi Stevili, ter prevedba na primer, ko sta obe Stevili sodi ............ 1 tocka

Nepopoln zapis pogoja pri prvi tocki (a brez napak) je vreden eno tocko. Obravnava vsaj
enega od primerov, ko je eno od Stevil m in n enako ni¢, je vredna eno tocko.
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