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61. matemati¢no tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 16. marec 2017

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Dano je stevilo n = 100...001, zapisano z 2017 ni¢lami in 2 enkama.

(a) Alije stevilo n deljivo z 117
(b) Ali je Stevilo n deljivo s 101?
(c) Alije stevilo n deljivo s 1001?

(20 tock)
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B2. Pois¢i vse pare realnih Stevil z in y, ki resijo sistem enacb

3 2 B
x—4y+x—|—y—5_

2 1 B
x2—4y2+x2+y2—5_

Y

0.

(20 tock)



61. matemati¢no tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 16. marec 2017

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Naj bo ABC tak ostrokotni trikotnik, da oglis¢i A in B ter sredis¢i trikotniku ocrtane in
vértane kroZnice leZijo na isti kroznici. Dokazi, da na tej kroZnici leZi tudi visinska tocka
trikotnika ABC.

(20 tock)

(© 2017 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



B2. Pois¢i vse realne resitve enacbe

Vr+4+V2r+1+Vdr +2=+V3— .

(20 tock)



61. matemati¢no tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 16. marec 2017

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Dani sta tocki A in B ter kroZnica K s premerom AB. Na daljici AB izberemo toc¢ko T’
razli¢no od A in B. Pravokotnica na daljico AB skozi to¢ko 7' naj seka kroznico K v to¢kah
M in N. Oznatimo |AT| =z, |TB| = y in |T'N| = z. Izratunaj vrednost izraza

log, z + log, 2
log, zlog, z

(20 tock)

(© 2017 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



B2. Najbosina +sinf =1incosa+ cosff = —/3.

(a) Izra¢unaj vrednost izraza cos (o — f3).

(b) Poisci vse pare realnih Stevil a in 3, ki ustrezajo danima ena¢bama.

(20 tock)



61. matemati¢no tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 16. marec 2017

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Najmanj kolikokrat moramo hkrati vre¢i dve posteni igralni kocki, da bo verjetnost, da
bomo vsaj enkrat na obeh kockah hkrati vrgli enako tevilo pik, vegja od 3?

(20 tock)

(© 2017 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



B2. Dano je zaporedje ai,as,as, ... z zaetnima ¢lenoma a; = 4 in a; = 16, za katerega je
log, (log, ay), log, (log, as), log,(log, as), . . . aritmeti¢no zaporedje. Dokazi, da je

log,(logy(4aray ... a,)) =n+1

Za vSa naravna étevila n.
(20 tock)



61. matemati¢no tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 16. marec 2017

Vsaka matematicno pravilna in popolna resitev je vredna 20 tock, tudi ce je posto-
pek resevanja drugacen kot v uradni resitvi.

B1.

(a)

(b)

(a)

Resitve za 1. letnik

Uporabimo pravilo za deljivost z 11. Naravno S$tevilo @ ... asaza;, kjer so q;

stevke, je deljivo z 11 natanko tedaj, ko je stevilo a; — as + az — ... + (—1)F
deljivo z 11. Ker
1-04+0—-0+...4+0—0+1=2
201;;&661

ni deljivo z 11, tudi Stevilo n ni deljivo z 11.

Zapisano ali uporabljeno pravilo za deljivostz11 .................... 2 tocki
Izracun aL—ag+as— ...+ (—1)2019+1a2019 = Z wassaasmaasaassnananannnn 3 tocke
[0 7o [ T 1o 1 tocka
Uporabimo obrazec 2™ + y™ = (z + y)(a™ ' — 2™ 2y + ... —ay™ 2+ y™ 1), Kjer

je m liho Stevilo, da zapiSemo

n — 102018 + 1= (102)1009 + 1= (102 + 1)((102)1008 _ (102)1007 T 102 + 1) —
=101 ((10*)"% — (10*)"" 4+ ... — 10 +1).

Sledi, da je Stevilo n deljivo s 101.

Zapisan ali uporabljen obrazec za razcep vsote 2™ + y™ ........u.. 3 tocke
Zapis Stevila n Kot 102018 4+ 1 .. .iiiiiii i i e e ee e 2 tocki
Razcep Stevila n v (10% + 1)((10%)'%% — (10%)197 + ... =10 + 1) ....... 3 tocke
Zapis produkta 101 - ((10%)9% — (10%)1997 4 . — 10?7 + 1) sereerrrrnnnns 1 tocka
L0 o [ o 1Yo T 1 tocka
(c) Stevilo n ni deljivo s 1001, sajje 1001 = 7-11 - 13 in po to¢ki (a) tevilo n ni deljivo
z 11.
Razcep 1001 na prafaktorje ..........cccoviiiiiiiiiiiiiiiiiiiianaeaenns 2 tocki
Utemeljen odgovor ........ccoiiiiiii e i i ea s 2 tocki
2. nacin.

Stevilo n pisno delimo z 11.

10000000...01 : 11 =90909. ..
100
100
1...
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Opazimo, da se v vsaki naslednji vrstici vodilna Stevka 1 premakne za 2 mesti v
desno. Ker ima Stevilo n liho mnogo nicel, dobimo na zadnjem koraku ra¢un

101 :11 =9,
2 ost.

kar pomeni, da Stevilo n ni deljivo z 11.

Pravilen zapis pisnega deljenja s kolichikom ........................ 3 tocke
Zapisan zadnji korak deljenja (101:11) ........covviiiiiriiiiaiannnt 2 tocki
[0 T To [0 1o 1 tocka

(b) Stevilo n pisno delimo s 101.

100000000...01 : 101 = 990099. ..
910
1000
910
1...

Opazimo, da se v lihih vrsticah vodilna Stevka 1 vsaki¢ premakne za 4 mesta v
desno. Ker ima Stevilo n natanko 2017 = 504 - 4 + 1 nicel, dobimo na zadnjem
koraku rac¢un 101 : 101 = 1. Ostanek je 0, torej je stevilo n deljivo s 101.

Pravilen zapis pisnega deljenja s kolicnikom ......................... 5 tock
Utemeljen in zapisan zadnji korak deljenja .......................... 4 tocke
L0 o o o 1Yo T L 1 tocka

(c) Stevilo n pisno delimo s 1001.

1000000000000 ..01 : 1001 = 999000999 ..
9910
9010
10000
9910
9010
1...

Opazimo, da se v vsaki tretji vrstici vodilna Stevka 1 vsaki¢ premakne za 6 mest
v desno. Ker ima Stevilo n natanko 2017 = 336 - 6 + 1 nicel, dobimo na zadnjem
koraku 101, kar je ostanek deljenja. Stevilo n torej ni deljivo s 1001.

Pravilen zapis pisnega deljenja s kolicnikom .................ccovaiann. 1 tocka
Utemeljen in zapisan zadnji korak deljenja ............cccoiiviiiiiniiann.t. 2 tocki
L0 o [ o 1Yo T L 1 tocka



B2. Odpravimo ulomke, da dobimo

3(x+y—>5)+2(x—4y) =0,
2(2* +y* = 5) + (2* — 4y%) = 0,

in obe enacbi poenostavimo do

ox — by — 15 =0,
32% — 2y* — 10 = 0.

Iz prve enacbe izrazimo x = y + 3. Ko slednje vstavimo v drugo enacbo, dobimo
y*+18y+17 = 0. Levo stran enacbe razstavimo, da dobimo (y+1)(y+17) = 0. Resitvi

stay = —liny = —17. V prvem primeru iz zveze x = y+3 dobimo x = 2, v drugem pa
x = —14. Z obema resSitvama naredimo preizkus in ugotovimo, da v primeru z = 2,
y = —1 ulomka x2_24y2 in — +;2_5 nista definirana. Edina reSitev sistema je torej par

r=—14,y=—1T7.

Zapis sistema enacb brez ulomKov ............c.oiiiiiiiiiiiii i, 4 tocke
Poenostavitev sistema .........c.ccviiiiiiii i i 2 tocki
=] oL e 1 tocka
Zapis druge enacbe samo ZzNEzNanKo 4 .......ccueveverarararnennnnnnnnss 3 tocke
Razcep enacbe V (§ + 1)(4 + 17) = 0 veueurnrnrnrnnnnsnsnrnrnsnmrnsnrnrnnnnns 2 tocki
Zapis obeh reSitev za § ......coviiiiiii i i 2 tocki
Zapisobeh reSieV Zza & .....cooviiiiiii e e i e e e 2 tocki
IzKIjuCitev reSitve 7 = 2, = — 1 .oiiriiiiii it ie e e e e 2 tocki
OdgoVOr 1 = — 14, 1) = — 17 tuuurirarnrassnsansnassnsassnsassnssnsasnnsnnnnss 2 tocki



61. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 16. marec 2017

Vsaka matematicno pravilna in popolna resitev je vredna 20 tock, tudi ce je posto-
pek resevanja drugacen kot v uradni resitvi.

Resitve za 2. letnik

Oznacimo z O, I in H zaporedoma srediS¢e oc¢rtane kroZnice, srediSce vcrtane kroZznice
in viSinsko tocko trikotnika ABC'. Kote trikotnika oznacimo kot obicajno z «, 3 in .
Kerje 4 BAI = $in $IBA = 2,je $AIB = 180° — ¢ — & = 90° + 1. Po izreku o
sredis¢nem in obodnem kotu za o¢rtano kroZnico velja ¢ AOB = 2. Trikotnik ABC
je ostrokoten, zato tocki O in [ leZita znotraj trikotnika ABC. 1z koncikli¢nosti tock
A, B, O in I zato sledi ¢ AOB = 4 AIB oziroma 2y = 90° 4 3. Od tod izratunamo
v = 60°.

Ker je trikotnik ABC' ostrokoten, tudi to¢ka H leZi znotraj trikotnika. Iz definicije
viSinske tocke sledi ¢ BAH = 90° — fin ¢ HBA = 90° — «, torejje ¢ AHB = 180° —
(90° — B) — (90° — ) = a+ [ = 180° — . Ker je v = 60°, sledi ¢ AHB = 120° =
JAIB = 4 AOB. To¢ke A, H, I, O in B torej res vse leZijo na isti kroZnici.

Pregledno narisana in oznacenaskica............c.cviviviiiiiiiiianannn. 4 tocke
Ugotovitev, daje S BAI = SN JIBA =2 coiiiiiiiiiiiiiiiiieiiaeeae 1 to¢ka
IZradun G AIB = 90° 4 J coviiiiiiii i 1 tocka
Uporaba zveze med srediS¢nim in obodnim kotom nad istim lokom

2 ) 1 tocka
Utemeljena ugotovitev, da vse tri toCke lezijo v notranjosti trikotnika. ...3 tocke
Utemeljena ugotovitev,daje S AIB = SAOB .vivviiiiirarnrnrnennnrnrnss 2 tocki
4 o UL TR T 1 tocka
Ugotovitev,daje < BAH =90° — iN S HBA =90° — @ vuvvevurnrnrnnnnnns 1 tocka
1Zracun S AH B = 180° — 7 tuvusunsnsnnrnnsnsnnsnssnrnssnsnssasssrnssnsnnsnns 2 tocki
Izradun S AHB =120° = SAIB = FAOB tiuviiiuirisiirnnsnsnnsansnrnnnnns 2 tocki
Utemeljen sklep, da tocke A, H, I, O in B lezijo na isti kroznici. .......... 2 tocki
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B2. Enacbo preoblikuejmo v

V2r+1+Vr+4=vV3—2— iz +2,
jo kvadriramo
2+ 1) +2V20 + Wz +4+ (2 +4) = (3—2) — 2V3 — avAzr + 2 + (4z + 2)
in poenostavimo, da dobimo
V2r+1Wr+4=—V3—uVir +2.
Ko enacbo Se enkrat kvadriramo in poenostavimo, dobimo kvadratno enacbo
62> —x — 2 =0.

Po formuli za kvadratno enacbo dobimo reSitvi z; = —% in o = 2. Za obe resitvi

3.
naredimo preizkus. Prva resitev res ustreza enacbi, druga pa ne, saj dobimo 2,/ +

\/g = \/g Edina resitev enacbe je torej x = —3.

Zapisenacbe 22 + 1+ V2 +4 =3 =0 — VAT + 2 ceviiiiiiiiii i 1 tocka
Pravilno kvadriranje enacbe ...........c.oiiiiiiiii it 4 tocke
Zapis enacbe 21 + 1z +4 = —\/3 — VAT 4+ 2¢ cvriiiiiiiiiiiiiiananaas 5 tock
Kvadriranje in preureditev enacbe V612 — 2 —2=0. .coviviirnienrennnnnn. 2 tocki
Razcep kvadratne enacbe. ...........ccooiiiiiiiiiiiii i 2 tocki
Zapis obehreSitev z; = —Jinay =2, . 2 tocki
IzkljuCitevreSitve v = 2 ... ... 2 tocki
Zapis reSitve o = —5 ...iiiiiiiiii i 2 tocki

2. nac¢in. Na enak nacin kot v prvi resitvi dobimo

V2zr+1ve+4=—v3—xvVir + 2.

Vidimo, da je leva stran enacbe vecja ali enaka 0, desna pa manjsa ali enaka 0. Torej

morata biti obe strani enaki 0, kar je moZzno le pri z = _—

2
Zapisenacbe 212 + 1+ V2 +4 =3 -2 — VAT + 2 cvuriiiiiiiiiinananaans 1 tocka
Pravilno kvadriranje enacbe ...........cooiiiiiiiii i e 4 tocke
Zapis enacbe 2z + 1V +4=—V/3 = VAT + 20 triiiiii i 5 tock
Ugotovitev, da je leva stran enacbe vecja ali enaka 0,
desnapamanjSaalienaka 0. .......ccovurmiririrnrnrannrnrararasnanaennns 2 tocki
Sklep: 22+ 1)(z+4) =0in (3 —2)(42 4+ 2) =0 vevereiriririrarnnensnnnnans 2 tocki
ZapisreSitev z; = —1iNzo = —4 i 1 tocka
Zapis reSitev 25 = — S iN 24 = 3. tiiiiiiiiiiii 1 tocka
IzkljuCitevreSitev oz = —4iN 2 =3 .o iiiiiiiii i 2 tocki
Zapis reSitve o = —2 ...iiiiiiiii e 2 tocki



3. nacin. Opazimo, da je 4z + 2 = 2(2x + 1), zato lahko enacbo preoblikujemo v

(1+V2)V2r+1=V3—z—Vz+4.
Enacbo kvadriramo in preoblikujemo, da dobimo
(B+2V2)z+V2—-2=—V3—zvVr+4.
Se enkrat kvadriramo in preuredimo do
(18 +12v2)2® + (=3 — 2v2)z — 6 — 4v/2 = 0.
Opazimo, da enacbo lahko krajsamo s 3 + 21/2, da dobimo
622 —2x —2=0.

Kot v prvi resitvi ugotovimo, da ima ta enacba resitvi —3 in 2, od katerih pa le prva
resi zacetno enacbo.

Ugotovitev, daje 42 +2 = 2(22 + 1)ueururirnenenrnrarnrnsnennsnrararnennnns 1 tocka
Zapis enacbe (1 +v2)v22 + 1 =13 =2 — VT F 4 cevviriiiiiiennnnnannnn. 1 tocka
Pravilno kvadriranje enacbe. ..........ccoiiiiiiiiiii i i 4 tocke
Zapis enacbe (3+2v2)r +v2 2= V3 = 2VZT T+ 4 iriiiiiiiiiiiinann, 4 tocke
Preureditev enaébe v (18 + 12v/2)z% + (=3 —2v2)2 — 6 — 42 = 0. ........ 1 tocka
Zapis €NaChe 622 — 2 — 2 = 0. +uuvireerareernsrnrearasearnassasnsrasenrnnens 1 tocka
Razcep kvadratne enacbe ...........coiiiiiiiiiiii i 2 tocki
ZapisreSitev z; = —1 Nz = 2. i 2 tocki
IzkljuCitev reSitve 2 = 2 ... ... 2 tocki
Zapis reSitve o = —2 ...iiiiiiiii e 2 tocki

4. nacin. Enacbo preoblikeujemo v

V2r+14+Vidr+2=vV3—x—Vzr+4.
Po kvadriranju dobimo
6 +3+2V2x +1V4r +2=T7—-2V3 — oV + 4,

kar spet nekoliko preoblikujemo v

V2r + 1Vidr +2+ V3 — Ve +4=2— 3.

Enacbo zopet kvadriramo in po preoblikovanju dobimo

2v2x + 14z + 2v3 — avr + 4 = 227 — 19z — 10.
Se zadnji¢ kvadriramo in preoblikujemo do

362 — 1223 — 2322 + 42 +4 = 0.



Levo stran lahko razstavimo kot (2z + 1)?(3z — 2)?, torej ima ta enatba resitvi z = —1

in z = 2. Kot v prvi resitvi preverimo, da le prva od teh dveh vrednosti resi zatetno
enacbo.

Zapisenacbe /21 + 1+ V42 +2 =3 =2 — VT +4 cruriiiiiiiiiiaaaeas 1 tocka
Pravilno kvadriranje enacbe. ..........ccoiiiiiiiiiii i ia e 4 tocke
Zapis enacbe 27 + 1vV4r + 2+ V3 — VT +4 =2 — 30 ciriiiiiiiiiiaaann 5 tock
Preureditev enacbe v 21/2x + 14z + 2v/3 — 2/x + 4 = 222 — 192 — 10. ... 1 tocka
Zapis enacbe 362! — 1223 — 2322 + 420+ 4 = 0. cevnrirrernrnnrnnenraennens 1 tocka
38 T4 o2=Y o =1 1 F- Lo o - 2 tocki
ZapisreSitevz; = —1iNzo =2, i 2 tocki
IzkljuCitev reSitve 2 = 2 ... ... 2 tocki
Zapis reSitve o = —1 ...iiiiiiiii e 2 tocki

5. nacin. Enacbo preoblikujemo v

Ve+4d+Viz+2=vV3—z—+V2x+1
ter jo nato kvadriramo. Dobimo

Sr+64+2vVr+4AVadr +2=x+4—2V/3 —zv2xr+ 1,

kar preoblikujemo v

V+4/ir +2+ V3 —avV2zr+1=—-1—2z.

Enacbo Se enkrat kvadriramo in po preoblikovanju dobimo

W1+ 4Ax + 23 — 22z + 1 = 22% — 192 — 10.

Od tu dalje postopamo kot v ¢etrti resitvi, da dobimo pridemo do edine resitve enacbe,

kijex = —1.

2
Zapisenacbe o + 4+ V4 +2 =3 -2 — V20 + 1 e ruriiiiiiiiiiaanaens 1 tocka
Pravilno kvadriranje enacbe. ..........ccoiiiiiiiiiii i i, 4 tocke
Zapis enacbe 2 +4v4r + 2+ V3 —2vV20 + 1= =1 — 200 eviiiiiiiiinnanans 5 tock
Preureditev enacbe v 2\/z + 4\/4x + 2v/3 — /22 + 1 = 222 — 192 — 10. ... 1 tocka
Zapis enacbe 3621 — 1222 — 2322 + 42+ 4 = 0. cevvrnreirnrrnrnnenraennens 1 tocka
Razcep enache. ........coiiiiiiiiii i iiiia e e 2 tocki
ZapisreSitevz; = —1iNzo =2, i 2 tocki
IzkljuGitev reSitve 2 = 2 ... ... 2 tocki
Zapis reSitve o = —1 ...iiiiiiiii e 2 tocki



61. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 16. marec 2017

Vsaka matematicno pravilna in popolna resitev je vredna 20 tock, tudi ce je posto-
pek resevanja drugacen kot v uradni resitvi.

B1.

Resitve za 3. letnik

M

Po Talesovem izreku o kotu v polkrogu je trikotnik ABN pravokoten s pravim kotom
pri N. Po viinskem izreku v pravokotnem trikotniku zato velja z? = zy. Dan izraz
zapiSemo kot vsoto dveh ulomkov

log, z+log, 2 1 N 1
log, zlog, 2 ~ log, » log, 2

in nato uporabimo formulo za zamenjavo osnove logaritma log, b = igg ®, da dobimo

1 1 1 1 logz lo
_g+gy

=log, x + log, y.

~ logz logz
log, z  log, 2 AT logz  logz

Upostevamo formulo za vsoto logaritmov in zvezo z* = xy, da dobimo

log, x 4+ log, y = log,(x - y) = log, 2* = 2.

Torej je
log, z +log, 2
log, zlog, 2 B
Ugotovitev, da je trikotnik ABN pravokoten s pravim kotom pri V........ 2 tocki
Zapis ali Uporaba Zveze 22 = T4 cvuurireirii i i e e i e an e 4 tocke
. log,, z+log,, = 1 1 v

Zapis izraza logyzzlogyz kot ezt Tog, 57" e e rr 3 toclv(e
zZra€un - + 1 =108, 2 108, Y verniniiii 5 tock
Zapis ali uporaba zveze log, x + 108, ¥ =108, (T - Y)s vvrnerarnrarnrnennnnnnss 3 tocke
1Zracun 10g, (7 - y) = 10, 2% st uiieiieanean e e e s naasan e rnananenns 2 tocki
IZraCUun 10g, 22 = 2 1iuiii i it i e a e aas 1 tocka

(© 2017 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



B2.

(a)

(b)

(a)

(b)

Adicijski izrek za kosinus nam da cos (o — ) = cosacosf + sinasin . Dani
enacbi kvadriramo, da dobimo

sin® a4+ 2sinasin B 4 sin? 8 = 1,

cos? o + 2 cos acos 3 + cos? f = 3.

Dobljeni enacbi sedaj sestejemo in upostevamo zvezo sin* z + cos’z = 1, da do-
bimo
1+ 2(sinasin f+ cosacosf) +1 =4

od tod sledi sin asin 5 4 cos acos B = 1 oziroma cos (o — ) = 1.

Ker je cos (a — B) = 1, sledi @ — 8 = 2kn oziroma o = ( + 2km, k € Z. Torej je

cosa = cos(f + 2km) = cos  in podobno sina = sin 5. Ko to upotevamo v obeh
danih enalbah, iz njiju izrazimo sin § = 3 in cosf = —‘/7§. Od tod sklepamo,
daje 8 = 22 + 2nm, n € Z. Torejje a = 3 + 2nm + 2km = 2= + 2(n + k)7 Ce
oznac¢imo k + n = m, lahko zapiSemo o = %” + 2mm, m € Z. Danima ena¢bama
torej ustrezajo vsi pari o« = 2F + 2mm, 8 = 2% + 2nm, Kjer sta m in n poljubni celi

Stevili.

Zapis ali uporaba adicijskegaizreka..............ccciiiiiiiiiiiann. 3 tocke
Kvadriranje enach. .........c.oiiiiiiiiiiiiiiiii e e ranaas 2 tocki
Zapis ali uporaba zveze sin 7 + cos? 2 = Lveierernrenrenrennennennns 1 tocka
Zapis enacbe 1 + 2(sinasin S+ cosacos ) + 1 =4 cuviiiiirararnrnnnnns 2 tocki
Preoblikovanje enacbe v cosacos 3 +sinasin S = l.veeveevarnerannnnns 2 tocki
ZapisS reSItVe or — B = 2km. vuueieirararasanarararnsnanaeararnnnnnanns 1 tocka
Ugotovitev, da je cosa = cosfiNnsina =Sin B cvveeviirnarnnnnncrnnnnns 2 tocCki
Ugotovitev, daje sin f = L incosf = %2 .iiiiiiiiiiiineinieeenen 2 tocki
1Zrabun 8 = 3 + 207, 1 € Zuvureriiniiiinie i 1 tocka
Izraun o = 27 + 207 + 2kT = 3T 4 2(n 4+ k) Merniiiiineiii i 2 tocki
Zapis reSitev o = 2% + 2mm, § = 2% + 2nm, Kjer m,n € Zovoveeinaninnnn 2 tocki

(Ce tekmovalec izpusti m,n € Z se mu 1 toéka odsteje)



61. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 16. marec 2017

Vsaka matematicno pravilna in popolna resitev je vredna 20 tock, tudi ce je posto-
pek resevanja drugacen kot v uradni resitvi.

Resitve za 4. letnik

B1. Moc algebre dogodkov pri metu dveh kock je 6 - 6 = 36. Hkrati lahko na obeh kockah

pade isto Stevilo pik na 6 nacinov. Verjetnost, da na obeh kockah pade isto stevilo pik,
6 1

¢e kocki vrZzemo enkrat, je torej enaka p = 3¢ = ¢.

Denimo, da kocki vrZzemo n-krat. Naj bo A dogodek, da vsaj enkrat na obeh kockah
pade enako stevilo pik. Verjetnost nasprotnega dogodka A, da nikoli ne pade enako
Stevilo pik, je enaka P(4) = (1 — p)" = (2)". Verjetnost dogodka A je zato enaka

6
P(A)=1-P(A)=1-(2)". Zelimo, da je ta verjetnost vedja od %, zato mora veljati

5\" 1
1— (2 -
(5) =

Vrednostizrazal—(2)"jeprin = 1,2,3,4,... zaoredoma enaka %, &/ IL S0 " Pryij¢
je vrednost vedja od ; prin = 4, zato moramo kocki vreti vsaj 4-krat.

Ugotovitev, da je moc¢ algebre dogodkov 36 ............c.cvivvivicvnnnnnns 1 tocka
IZradun p = & oo e 3 tocke
Izraéun P(A) = (1 —p)" = (2)" rieiii i, 5 tock
Zapis P(A) =1 — () teiiiiii i 2 tocki
ZapisS NEENACDE ........iiiii i et 2 tocki
Izraéunana vrednostizrazal — (2)"zan=1.......ccevieiiiniiinniinnnnn. 1 tocka
IzraGunana vrednostizrazal — (2)" zan =2 .......ccovieiiiniiinninnnn. 1 tocka
Izraéunana vrednostizraza 1 — (2)" zan =3 ......ccceviiniiiniiinninnn.. 1 tocka
IzraGunana vrednostizraza 1 — (2)" zan =4 ....ccooeviiniiiniiinniinnnnn. 1 tocka
L0 o [ o 1Yo T 3 tocke

(© 2017 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



B2. Zaporedje log,(log,(a,)) je aritmeti¢no z zatetnima ¢lenoma log,(log,4) = log,2 = 1
in log,(log, 16) = log, 4 = 2, torej je log,(log, a,) = n. Od tod sledi log, a,, = 2" in zato

a, = 2%". S pomocjo formule za vsoto geometrijskega zaporedja izratunamo
4ayas 1. — 22221 222223 92" _ 21+1+21+22+23+...+2n _ 21+(2n+1—1) _ 22n+1

b

od koder sledi log, (log,(4aias . . . a,)) = logy(logy(22")) = log,(2"t1) = n + 1.

Izradun log,(log, 4) =log, 2 = 1in log,(logy 16) =108y 4 =2 veuvevvinrnrnnenns 2 tocki
Ugotovitev, da je 10g,(1ogy @n) =7 weuerrirarinieiniararaiiiararannnnnss 3 tocke
SKIEP 1085 G, = 2™ wis it e e i ir e 1 tocka
ZaAPIS (), = 22 1 ettt ear e raa e ea s 1 tocka
Preoblikovanje produkta 4a a, . .. a, v 2112 222020 L 4 tocke
Zapis ali uporaba formule za vsoto n ¢lenov geometrijskega zaporedja . 1 toCka
1ZFABUN 4a1Gg . .. Gy = 22 e e e e e e e 3 tocke
Zapisana ali uporabljena zveza log,(22""') = 2" ... i 2 tocki
Izradun log, (10g,(4a1as ... @n)) =1 4 1 cueuriniriian e aiariranearnneanes 3 tocke

2. nacin. Kot v prvi resitvi izpeljemo log,(log, a,,) = n oziroma log, a,, = 2". Po formuli
za logaritem produkta je

log, (logy(4ajas . . . a,)) = logy(logy 4 + log, ay + logy as + . .. + logy ay,) =
=log,y(2 42" +22 + ... +2).

Ker je vsota geometrijskega zaporedja 1 + 2' + 22 4+ ... + 2" enaka 2""! — 1, sledi
log,(logy(4aasy . . . a,)) = logy(2") =n + 1.

Izradun log,(log, 4) = log, 2 = 1 in log,(logy 16) = 10854 =2 veuveirirrnrnnnnns 2 tocki
Ugotovitev, da je 10,108y @r) = 7 veuenenvnrarnrnenninararararisnnnnnnnnss 3 tocke
SKIEP 10y @, = 27 v et iiii et i ra i aa i 1 tocka
ZaAPIS (1, = 22 1ttt ettt ettt ea e 1 tocka
Zapis log,(log,(4aias . .. a,)) = log,(log, 4 + logy ay + logy az + ... + log, a,) .. 3 tocke
Zapis log,(log, 4 + logy ag + ... +logy a,) =logy(2+ 28 + 22+ ... +2") ....... 2 tocki
Zapis ali uporaba formule za vsoto n ¢lenov geometrijskega zaporedja .1 tocka
lzraCun 1 + 21 + 22 4 . 4 2" = 2™t e 3 tocke
Sklep log,(logy(4aias . .. ay)) =102y (2" ) 1 ure i i 3 tocke
1Zracun 108, (271 1) = 70 4 Luueeeeeeaseaseaeeeaasenasnnasennsnnnsenasennnns 1 tocka
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