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62. matemati¢no tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 15. marec 2018

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Poisci vsa realna Stevila z, ki resijo neenacbo

|z — 3|+

< 1.
z+1

(20 tock)
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B2. Pokazi, da je izraz 2*"*? 4 372 . 7" deljiv s 17 za vsako naravno $tevilo n.
(20 tock)



62. matemati¢no tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 15. marec 2018

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

[y v . . . 2 v .
B1. Poisdi vsa cela stevila z, za katera je tudi 222 celo $tevilo.

z—1

(20 tock)
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, kjer sta @ in b nenicelna vektorja, za
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B2. Dana sta dva enako dolga vektorja
katera velja || = v/3|b).

(a) Izratunaj velikost kota med vektorjema @ in b.
(b) Izratunaj velikost kota med vektorjema 3 + bin 2a+ b.

(20 tock)



62. matemati¢no tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 15. marec 2018

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Pois¢i vsa naravna Stevila n, za katera je

100n® — n* — 50n3 + 2n2 — 290n — 2
n2—2

celo stevilo.
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(20 tock)



B2. Poisci vsa realna Stevila z, ki resijo enacbo

)
V1og, x — log,(V2x) + 3= 0.

(20 tock)



62. matemati¢no tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 15. marec 2018

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Pois¢i vsa realna Stevila z, za katera je vrednost funkcije

1522 + 2
F@) =\ 3215

celo stevilo.
(20 toc¢k)
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B2. Naj bodo z, y in z zaporedni ¢leni geometrijskega zaporedja. DokaZi, da velja
(T+y+z)(z—y+z)=a2"+y" + 2%

(20 tock)



62. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 15. marec 2018

Vsaka matematicno pravilna in popolna resitev je vredna 20 tock, tudi ce je posto-
pek resevanja drugacen kot v uradni resitvi.

Resitve za 1. letnik

B1. Obravnavamo dva primera.

Cejex > 3,je |x — 3| = = — 3, torej dobimo neenakost % < 1, ki jo preoblikujemo
do % < 0. Imamo dve mozZnosti, bodisijex —4 > 0inz+1 < Oalipajex —4 <0
inz +1 > 0. V prvem primeru nimamo reSitev, saj sledi protislovje 4 < = < —1.
V drugem primeru pa dobimo —1 < z < 4. Z upostevanjem pogoja = > 3, dobimo
reSitve 3 < x < 4 oziroma z € [3,4).

Cepajex < 3,je |z — 3| = —(x — 3). V tem primeru dobimo neenakost -%; < 1, ki jo
preoblikujemo do 2% < (. Spet imamo dve moznosti, bodisije 2 —z > 0inz +1 <0
alipaje2—z <0inz +1 > 0. V prvem primeru sledi x < —1, v drugem primeru pa

x > 2. Z upostevanjem pogoja v < 3, dobimo reSitve x < —1in 2 < z < 3 oziroma
z € (—oo0,—1)U(2,3).

Skupna resitev je torej x € (—oo, —1) U (2,3) U [3,4) = (—o0, —1) U (2,4).

LocCevanje primerov = > 3 ali x < 3 (zapis aliuporaba) .................... 1 tocka
Resevanje naloge, ko je = > 3:

Zapis aliuporaba [z — 3| = & — 3 sevuririi i 1 tocka
Zapis neenacbe 22=2 <1 .....ciiiiiiii 1 tocka
Preoblikovanje v ekvivalentno neenacbo % e 2 tocki
Zapismoznosti 2 —4 > 00N 2+ 1 <0 cvuriririniiiarararararannanarararnnns 1 tocka
ZapiS reSIteV 7 € {} +vuiriiiiiiiii i i e sea et e e e saraa e s 1 tocka
Zapismoznosti 2 —4 < 0N 2+ 1 >0 cviriiriirariarannaranrararannnrnnns 1 tocka
ZaPiS reSIEV —1 < 0 <4 vrirriieeeararasananasarasnsnananararasnnnannnns 1 tocka
Upostevanje pogoja = > 3 in zapis kon€ne resitve = € [3,4) .............. 1 tocka

Resevanje naloge, ko je = < 3:

Zapis ali uporaba [z — 3| = — (2 —3) sevririririiiii i, 1 tocka
Zapis neenache —2; < 1 .....ciiiiiiiiiiiiii 1 tocka
Preoblikovanje v ekvivalentno neenacbo fﬁ L0 tvernarannaranranannananns 2 tocki
Zapismoznosti 2 — 2 > 0N 2+ 1 <0 vevirinrirarnerannaranrasanrannnrnnns 1 tocka
ZapiS reSIEV 7 < — 1 1iiiiiiii i iiiia e e aeieaa s rararaeananananrarnns 1 tocka
ZapisMoZNOosti 2 — 2 < 0N T+ 1 > 0 cvuverrnrnrarararnnennarararasnnnnenns 1 tocka
ZapisS reSIeV 7 > 2 oottt 1 tocka

Upostevanje pogoja = < 3 in zapis kon¢éne resitve = € (—oo, —1) U (2,3) ..1 tocka

Zapis skupne resitve r € (—oo,—1) U (2,3)U[3,4) = (—o0,—1) U (2,4) ..... 1 tocka
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B2. Naj bo n poljubno naravno Stevilo. Dani izraz preoblikujemo
22 L gMHRLn = 03 2% 13237 T =847+ 9. 21" = 174" +9- (21" — 47).

Ker je prvi ¢len veckratnik Stevila 17, zados¢a dokazati, da je 21" — 4" deljivo s 17.
Slednje sledi iz enakosti

21" — 4" = (21 —4) (21" 4+ 21" 2 4 4. 421 - 472 a4,

Preoblikovanje izraza v 23 - 227 + 32 - 37 - 77 Liiiiiiiiie e, 3 tocke
Zapis izraza Kot 8 - 4™ 4 9 - 21 1uuirirerseaearararnsnananararannnnanannnns 4 tocke
Preoblikovanje izraza v 17 - 4" + 9 - (21" —4™) voviieiriraranenrnensnrannnens 4 tocke
Razcep izraza 21m — 4 . oueiiiie e e e i i ia i na e i 4 tocke
Argumentiran sklep o deljivostiizraza s 17 ...........cccvviviiiiiiiiannnnn. 5 tock

2. nacin. Kot pri prvi reSitvi izraz preoblikujemo do 8-4" +9-21". Ker je ostanek Stevila
21 pri deljenju s 17 enak 4, ima Stevilo 8 - 4" 4 9 - 21" pri deljenju s 17 enak ostanek kot
Stevilo 8 -4" +9 . 4" = 17 - 4". Ker je slednje deljivo s 17 je tudi prvotno stevilo deljivo
s 17.

Preoblikovanje izraza v 23 - 227 + 32 - 3% - 77 L it 3 tocke
Zapis izraza Kot 8 - 4™ 4 0 - 217 L .iiiiiii e e ea e ranaaranaararaaaaranaenas 4 tocke
Argumentiran sklep, da imaizraz 8- 4" + 9 - 21" pri deljenju s 17 enak ostanek kot
4 V2 10 tock
Sklep,dajeizrazdeljiv s 17 .....ceonriiieii e 3 tocke



62. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 15. marec 2018

Vsaka matematicno pravilna in popolna resitev je vredna 20 tock, tudi ce je posto-
pek resevanja drugacen kot v uradni resitvi.

Resitve za 2. letnik
B1. Izraz 55%13 najprej preoblikujemo

522+ 3 5 3 8
s =5z + it =9z+0+ ——.
z—1 z—1 z—1

Ker je z celo $tevilo, mora biti tudi -2 celo $tevilo. To pomeni, da mora biti z — 1
en od deliteljev Stevila 8. Delitelji Stevila 8 so —8, —4, —2, —1, 1, 2, 4 in §, zato je
2 e{-7,-3,-1,0,2,3,5,9).

Preoblikovanje izraza v 5z + 22 ... ... 2 tocki
Preoblikovanje izraza v 5z +5+ -5 ..ol 3 tocke
Ugotovitev, da mora biti - celo Stevilo ..................cooia, 4 tocke
Ugotovitev, da mora biti z — 1 en od deliteljev Stevila8 ................... 3 tocke
Nasteti celi deliteljiStevila8 ... 3 tocke
Zapisana mnozica resitev {-7,-3,-1,0,2,3,5,9} .....cciiiiiiiiiiiiiiii 5 toCk
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B2.

(a) Vektorja 1@ + b in 2@ + b sta enako dolga, zato je |1@ + b|> = |2@ + b|>. Kot med
vektorjema @ in b oznaéimo S ¢ in poratunamo
i+t =Ga+b)-(2a+b)y=1a-a+2a-b+b-b= 1>+ 2al|b| cos + [b]>.
Podobno dobimo Se
|2+ b]* = 3]a]* + 4d||b| cos ¢ + [B]. (1)
Ker morata biti ta dva izraza enaka, sledi
z|a* + 2|dl|b] cos ¢ = 0.
Od tod z upostevanjem zveze |d| = /3|b| izrazimo cos p = —% = —\/75, torej je
__ 57w
$="%
UGOLOVIteV |1 + b2 =[2G + D2 +vrereeereieieinininenenenenenenenns 1 tocka
Izraéun 1@+ b)> = 1(a@]? + 2|@[[b] cos @ + [B% verrrriniiiee e 3 tocke
Izraéun |2 + b|> = 2|@]? + 3|@|[5] cos @ + [B% wuvuiniieieeeeeas 2 tocki
Zapis enakosti 1(a@]” + 2|a][D] oS¢ = 0 wrurrrrrniniiee e 1 tocka
IzZradun cos p = — 2 ..ol 2 tocki
Zapis reSitve o = 2T ... 1 tocka.
(b) Kot med vektorjema 1@ + b in 2@ + b ozna¢imo z a. Tedaj je
(30 +0)- (3a+b) _ glal’ +a-b+ b
cosor = —————t——— = - )
|5d + b||5d + b| 12 + b2
saj je po predpostavki |3d + E| = |2d + b. Z upostevanjem enakosti (1), zveze
|@| = v/3|b| in rezultata ¢ = 3= iz totke (a) dobimo
s er— §|6|2+|6||b| cosp+ b (F-S+DPP § 1
= — __ = —=5="
glaP? + 3lallblcos o+ (B> (3 —2+D)p* 3 2
Od tod dobimo o = %
21@)2+a-b+[b]? «
Zapis cos o = % ................................................... 4 tocke
3(l
lzZraun cosa =1 .ooiiiiii 5 tock
ZapisS reSitVe or = £ ..eeiiiiiiiii i 1 tocka



62. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 15. marec 2018

Vsaka matematicno pravilna in popolna resitev je vredna 20 tock, tudi ce je posto-
pek resevanja drugacen kot v uradni resitvi.

Resitve za 3. letnik

B1. Ce polinom 100n® — n* — 50n® 4 2n? — 290n — 2 delimo s polinomom n? — 2, dobimo
rezultat 100n® — n? + 150n in ostanek 10n — 2. Torej je

100n° — n* — 50n% + 2n% — 290n — 2 10n — 2
00n®> — n* — 50n° 4 2n 90n —100n® — 12 + 1500 + On '
n? —2 n? —2

To 3tevilo bo celo natanko tedaj, ko bo %=

Stevec tega ulomka manjsi od 1menovalca in oba sta pozitivna, zato je 0 <
V tem pruneru =2

2 celo stevilo. Opazimo, da je za n > 10
10n

2 < 1.
ni celo Stevilo. Torej mora biti n < 10. Izra¢unamo Vrednost

izraza %2 za prv1h 10 naravnih Stevil in opazimo, da dobimo celo Stevilo le, ko je
n—=1,2 3 10.

Izracunan Koliénik 10073 — 1% + 1507 vvuveseanrnereasensensrnsrnasnasennens 2 tocki
IzraCunan ostanek 107 — 2 ....iiiiiii i e e 2 tocki
Zapis 10— =027 2000=2 — 100n° — n? 4 1500 + 1422 L, 1 tocka
Ugotovitev, da mora biti %2 celo Stevilo ................ooiiiiinnnnn, 4 tocke
Ugotovitev, da za » > 10 qumek 1922 ni celo Stevilo ..................... 3 tocke
Izra¢unana vrednost izraza ‘%= za prvih deset naravnih Stevil .......... 3 tocke
Zapisana reSiteV 71 = 1,2,3, 10 cuuvuvrararnnnrnnnnrararasassssnsasararannnns 5 tock
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B2. Z upostevanjem zveze log,(v/2z) = log, v2 + log, © = 1 + log, « dano ena¢bo preobli-
kujemo v
v/ 1ogy z —log, x4+ 2 = 0.
Uvedemo novo spremenljivko ¢t = |/log, x, da dobimo kvadratno enacbo
t—t*+2=0,

Enatbo preoblikujemo v t* — ¢ — 2 = 0 in levo stran razstavimo (¢t — 2)(t + 1) = 0,
da dobimo resitvi t = —1in ¢t = 2. Prva reSitev odpade, saj mora biti ¢ > 0, iz druge
resitve pa dobimo enacbo 4/log, z = 2, od koder poratunamo z = 2* = 16.

Zapis 102,(v/22) = 1085 V/2 4 1080 & «uunnieeeasssseeeeeeennasiaaaaaaaeeeees 2 tocki
IzZradun log, v2 =1 oo 2 tocki
Preoblikovanje enaébe v \/log,  —10g, 2+ 2 =0 cevivririnrirnirnnenrnnens 3 tocke
Vpeljava nove spremenljivke oz. ugotovitev, da je enacba razcepna..... 3 tocke
Razcep kvadratne enacbe ...........coiiiiiiiiiiiiii i iiia e e e 2 tocki
ReSitvit = —1int=20z. \/logox = —1iN /108y =2 ceviviirinrnrnnrnnens 2 tocki
Ugotovitev, da resSitevt = —1 0z. \/log,x = —1 odpade ............ccuuen.. 2 tocki
ZapiS reSIVe 7 = 16 . .iuiiiiiii i i e e i e e e e 4 tocke.



62. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 15. marec 2018

Vsaka matematicno pravilna in popolna resitev je vredna 20 tock, tudi ce je posto-
pek resevanja drugacen kot v uradni resitvi.

Resitve za 4. letnik

B1. Izraz pod korenom preoblikujemo

1522 + 2 23
SR P Y |
1) 322 +5 322 +5

Ker je 312215 >0, je 135;;2:52 < 5in zato velja 0 < f(z) < v/5 za vsa realna §tevila . Tako

imamo le tri moZnosti f(z) =0, f(x) =1 ali f(z) = 2.

. 2 . ] .. . ...
Enagba |/ 2%4-+2 = ( nima realnih resitev, saj 152” 4 2 ne more biti enako 0 za nobeno

15242
32245

152% + 2 = 32% + 5. Od tod izrazimo 2? = 1 oziroma = = +3. Podobno iz enacbe

2 . . . . v v
\/ Sis = 2izrazimo z° = 6 oziroma z = ++/6. Preizkus pokaZe, da so vse resitve res
prave.

Vrednost fukcije f(z) je celo tevilo takrat, ko je z = £1 ali z = +1/6.

realno stevilo z. Enacbo

= 1 kvadriramo in odpravimo ulomke, da dobimo

Sklep, da je korenjenec vedno pozitiven, saj je = realno Stevilo .......... 1 tocka
Preoblikovanje korenjenca do oblike 5 — 2> ..., 2 tocki
Ugotovitev,daje 0 < f(z) < V5 zavsarealnastevilaz .................... 2 tocki
Sklep,daje f(z) =0, f(z) =1ali f(2) =2 cevrirriiriiiiii i inaaeaass 3 tocke
Preoblikovanje enacbe f(z) =0d0o 1527 + 2 =10 +vuvruirrunrrnnrennnennnns 1 tocka
Sklep, da enac¢ba f(z) = 0 nima realnih reSitev ...............coviviintats 1 tocka
Preoblikovanje enacbe f(z) =1d0o 1527 + 2 =327 + 5 sevvuiirrnnrrnninnnnns 1 tocka
Enacba f(z) =1imareSitviz =45 ...ovvvviiiiiiiiiii 2 tocki
Preizkus reSiteV ......ociviriiir it e e e e e 2 tocki
Preoblikovanje enacbe f(z) =2do 152% + 2 = 1222 + 20 vvvuirrunrrnnnenns 1 tocka
Enacba f(z) = 2imareSitvi z = /6 «covviiiiiiiiiiiiiiii i 2 tocki
Preizkus reSiteV .......ociciiiii it et e e iiire e e e 2 tocki

2. nac¢in. Naj bo f(z) = n, kjer je n > 0 celo $tevilo. Enakost kvadriramo, da dobimo
% = n%. Odpravimo ulomke in enacbo preuredimo do (15 — 3n?)z? = 5n* — 2. Ker
je 15 — 3n? # 0 za vsa cela §tevila n, lahko enacbo delimo z 15 — 3n?, da dobimo

,  bn?—2

T T 15— 3n2

Torej mora biti fgf;ni > 0. Stevilo n = 0 o&itno ne ustreza temu pogoju, zan > 1 pa

je bn? — 2 > 0, zato mora biti tudi 15 — 3n? > 0. Od tod sledi n? < 5 oziroma n < 2.
Imamo torej le dve moZznosti, n = 1 alin = 2. Prin = 1 dobimo x? = i oziroma
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x = +1, prin = 2 pa dobimo 2? = 6 oziroma x = £+/6. Preizkus pokaZze, da so vse
reSitve res prave.

Zapis enacbe f(z) =n, kjerjen >0celostevilo ............c.ccoviantt. 1 tocka
Preoblikovanje enacbe do (15 — 3n%)2? =5n? — 2 cuvviiirninrnnnrnnnrnnnsns 1 tocka
Utemeljen sklep, da je 222 > 0 euvvieiueneanineneeaeeneeeaeenenenens 3 tocke
Ugotovitev, da Stevilo n = 0 ne ustreza temu pogoju ............ccevuvnnn. 2 tocki
Ugotovitev,dazan > 1veljasn? —2 > 0 cuveriririiinrnrararnnnnenennnnnns 1 tocka
SKIEP 15 — 312 > 0 tuverirarearansasnasasnasnassasnssasnarassasnssasnesnnnns 1 tocka
SKlep 12 < 5 0ZIOMA 77 < 2 1uuiiirareiaeiearareseaeaeararnsnsnaeararnsnns 1 tocka
Preverjanje moznosti 7 = 1 ...uvieiiiiiiiiii i i e aa s 1 tocka
ReSitev 22 = 1 0ZiIroma z = £ ....oiiiiii i e 2 tocki
Preizkus reSiteV ......ociviiiiiiii i it 2 tocki
Preverjanje moznosti 7 =2 .....iiiiiiiiiiiii i 1 tocka
RSOV & = 50/6 et et et eeee et e e ee e e e e e e e e e e e e e s e e e e e e e 2 tocki
Preizkus reSiteV .....ccooiiiii i it 2 tocki



B2. Ker so z, y in z zaporedni &leni geometrijskega zaporedja, velja y*> = zz. Levo stran
enakosti zmnoZimo in poenostavimo

(z+y+2)(z—y+z)=2—oytaztay—y*+yzt+az—yz+22 =27+ 22z -y + 22
Z upostevanjem zveze xz = y*> dobimo
42—yt =t 2 — P+ =yt + 2

kar je desna stran dane enakosti. S tem je enakost dokazana.

Odprava oklepajev na levi stranienakosti ..............ccvevviiiinnats. 3 tocke
Preoblikovanje leve strani enakosti do 2% + 22z — 3> + 2% ..ovviiiininn.n. 3 tocke
UPOSTEVAN|E ZVEZE 1% = T2 vvuvverenrareernasarnasnasearnsensnasnaseasnnennen 4 tocke
Preoblikovanje 22 + 21z — 3% + 22 = 22 4+ 202 — 12 + 22 ciiiiiiiiiiiaaaee, 3 tocke
Preoblikovanje 22 + 2y — 2 + 22 = 22 + 42 + 22 co it 3 tocke
Sklep, da je leva stran enakosti enakadesni ................cviiiiannn. 4 tocke

2. nacin. Ker so z, y in z zaporedni ¢leni geometrijskega zaporedja, jih lahko zapiSemo
v obliki z = a, y = aq in z = a¢?, Kjer je g kvocient zaporedja. Slednje vstavimo v levo
stran enakosti in jo poenostavimo

(z+y+2)(z—y+2)=(a+tag+ag’)(a—ag+aq®’) =a’(1+q+ )1 —q+¢°) =
=d’(1- g+ +q—- +@ P+ -+ =21+ +¢Y,

ter v desno stran enakosti
l'2+y2—|—2’2 :a2+a2q2+a2q4 :a2(1_|_q2_|_q4).

Ker sta rezultata enaka, je s tem enakost dokazana.

Upostevanje = = a, Y = agiN 2 = g% +uveveirirnrararearerararreneararnanans 4 tocke
Preoblikovanje leve strani enakosti do (a + ag + a¢?)(a — ag + ag®) «veunr.. 2 tocki
Preoblikovanje leve strani enakosti do a?(1 +¢? +¢%) «vevveivinnnnnennnnn. 4 tocke
Preoblikovanje desne strani enakosti do a? + a2¢®> + a%¢* cvvvvieninnaan... 2 tocki
Preoblikovanje desne strani enakosti do a?(1 +¢> +¢*) «vvvvvvrnnrnnnnnn. 4 tocke
Sklep, da je leva stran enakosti enakadesni ...............ccciiiiiannn. 4 tocke



