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d MF A 63. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 21. marec 2019

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Dokazi, da je za vsako naravno tevilo n Stevilo 72918 4 92020 deljivo s 5. (20 tock)
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B2. Naj bosta a in b realni tevili, za kateri velja 2% + 22, = 1. Doloti vse mozZne vrednosti

. _3p v
izraza 352, (20 tock)




d MF A 63. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 21. marec 2019

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 45 minut.
B1. Nad stranicami trikotnika ABC konstruiramo pozitivno orientirane rombe BAA, By, C BB;C,

in ACC4 A,. Dokazi, da lahko iz daljic Ay A,, By B, in C1C5 z vzporednimi premiki sestavimo
trikotnik, e te daljice niso vzporedne. (20 tock)
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B2. Pois¢i vse pare realnih Stevil z in y, ki resijo sistem enacb
\/_ - \/y = 17

V8T + 7 — /8y +7=2.
(20 tock)



d MF A 63. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 21. marec 2019

Naloge za 3. letnik
Cas resevanja: 45 minut.
B2. Pois¢i vsa realna Stevila z, ki reSijo neenacbo 3 =+9* > 27. (20 tock)
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B1. Za notranja kota a in 3 trikotnika ABC' z obsegom 24 velja cos o = 2 in cos § = 2. Izratunaj

plos¢ino trikotnika ABC. (20 tock)



d MF A 63. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 21. marec 2019

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B2. 8 prijateljev, od tega 3 dekleta, se bo v zabavis¢nem parku peljalo z velikim razglednim ko-
lesom. Vseh 8 prijateljev se bo naklju¢no razporedilo v 4 proste kabine razglednega kolesa,
v vsako kabino po 2 prijatelja. Koliksna je verjetnost, da nobeni 2 dekleti ne bosta sedeli v
isti kabini? (20 tock)
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B1. Zapisi enacbo stoZnice, na kateri leZijo sredis¢a vseh tistih kroZnic, ki se hkrati dotikajo
kroZnice 2% + y* = 9 in kroZnice 2> + (y — 4)*> = 1, a ne vsebujejo totke T'(0,3). Enacbo
stoZnice zapisi v standardni obliki. (20 tock)



63. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 21. marec 2019

Vsaka matematicno pravilna in popolna resitev je vredna 20 tock, tudi ce je posto-
pek resevanja drugacen kot v uradni resitvi.

Resitve za 1. letnik

B1. Stevilo 920%0" = 91010n — 110107 jma pri deljenju s 5 ostanek 1, saj je njegova za-
dnja Stevka v desetiSkem zapisu enaka 1, neglede na to, koliko je vrednost naravnega
Stevila n. Stevilo 72018 = 7450442 — 240104 . 49 pa ima pri deljenju s 5 ostanek 4, saj
je njegova zadnja Stevka v desetiSkem zapisu enaka 9. Ker je vsota obeh ostankov
4+1 = 5 deljiva s 5, je tudi Stevilo 72°'® 4 92020 deljivo s 5 za vsako naravno $tevilo n.

2. nadin. Zadnje $tevke potenc $tevila 9 v desetiskem zapisu so enake: 9 za 9***! in 1
za 9?*, kjer je k poljubno nenegativno celo Stevilo. Zadnja stevka Stevila 92°2°" je torej
1. Podobno so zadnje $tevke potenc Stevila 7 v desetiSkem zapisu enake: 7 za 741,
9 za 74m*2, 3 za 7' *3 in 1 za 7*™, Kjer je m poljubno nenegativno celo Stevilo. Ker je
2018 = 4 - 504 + 2, je zadnja Stevka $tevila 729'® enaka 9. Za vsako naravno Stevilo n je
torej zadnja Stevka Stevila 72°1% 4 920207 v desetiskem zapisu enaka 0, kar pomeni, da
je to Stevilo deljivo s 5.

Ugotovitev, da so enice Stevila 92" enake 1 .........ccvivviviiniinnnnnn. 7 tock
Sklep, da je ostanek pri deljenju Stevila 9> s 5enak 1 ................. 1 tocka
Ugotovitev, da so enice Stevila 72" enake 9 ..........ccccviiiiiiiiananen.. 9 tock
Sklep, da je ostanek pri deljenju sStevila 7°'** s5enak 4 .................. 1 tocka

Sklep, da je stevilo 72018 4- 92020n deljivo s 5 za vsako naravno Stevilo n .. 2 tocki
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B2. V dani enakosti odpravimo ulomke, da dobimo 3a(a + 2b) + 2b(a +b) = (a +b)(a + 2b)
oziroma 3a® + 6ab + 2ab + 2b*> = a® + 2ab + ab + 2b*. Enakost nato preoblikujemo do
2a% + 5ab = 0 in levo stran razstavimo a(2a + 5b = 0). Ce je a = 0, tedaj mora biti
b # 0, sicer ulomka f—fb in aib% ne bi bila definirana, in zato je 22“&1?;(’ = =% = 3 Ce
paje a # 0, mora veljati 2a + 5b = 0 oziroma 2a = —5b. Tedaj je tudi b # 0 in zato je

22‘;3? = _—S;b:-?)bb = :—ZZ = 2. MoZni vrednosti izraza 22“(;3; sta —3in 2.

Preoblikovanje izraza v 3a(a + 2b) + 2b(a +b) = (a +b)(a +2b) wvuvivnenennn 2 tocki
Zapis ekvivalentne enacbe 202 + 5ab = 0 cvcveiiirirariiiiiriaraiiaaeaeas 2 tocki
Razcep vV produkt a(2a + 50) = 0 wuvuirireiranenrnsasnaransasnasasnarnnenns 1 tocka
ZapiS Prve reSitVe d = 0 ..cvevrerisiriiiasarasasasanasarasarananananrarnns 2 tocki
Utemeljen sklep,dajeb A O v primeru,kojea =0 ...coovveriiinrnarnnnnnns 2 tocki
Izradun 230 — —3,K0j@ =0 cevrriniiiiiii i 2 tocki
Zapis pogojev za drugo resitev:
O 1 tocka
/R 2 tocki
3 O 1 tocka
lzradun 2=30 — 2 . 3 tocke
Zapis KONCNE reSitve ........oieiiii it ns 2 tocki



63. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 21. marec 2019

Vsaka matemati¢no pravilna in popolna resitev je vredna 20 tock, tudi ce je posto-
pek resevanja drugacen kot v uradni resitvi.

Resitve za 2. letnik

B1. Vpeljimo vektorje & = AA,, § = BB, in Z = CCy. Tedajje A4, = Z, BB, = ¥ in
062 = ¢, saj sta nasprotni stranici vsakega romba vzporedni in enako dolgi. Sledi

AAy=7—F, BiBo=7—7, CCo=17—7%

Opazimo, da je vsota vektorjev A;AQ + B;BQ + Cf(Jg enaka 0. To pomeni, da ce da-
ljice A1 Ay, BB, in C1C; vzporedno premaknemo tako, da krajis¢e B; postavimo na
vpadeta. Tedaj premaknjene daljice A;A,, By B; in C1C5 tvorijo nov trikotnik, ¢e niso
vzporedne, oziroma, ¢e na zacetku niso bile vzporedne.

Opomba. Trikotnik lahko sestavimo tudi tako, da krajis¢e C'; postavimo na krajisce A,

.....

deta.

2.nacin. Naj bo A; taka tocka, da je A, A3C>C paralelogram. Tedaj so daljice AC, A,Cy
in A3;C, enako dolge in vzporedne, saj sta nasprotni stranici vsakega paralelograma
enako dolgi in vzporedni. Prav tako sta enako dolgi in vzporedni tudi daljici BC in
B, Cs. Sledi, da sta trikotnika ABC' in A3B;C, skladna, saj imata dva para enako dol-
gih vzporednih stranic, in zato sta tudi daljici AB in A3B; enako dolgi in vzporedni.
Posledi¢no je tudi A, By B A3 paralelogram, torej sta tudi daljici B; B, in A3A; enako
dolgi in vzporedni. Ce torej daljice A, Ay, B, B, in C;C5 niso vzporedne, tedaj lahko iz
njih z vzporednimi premiki sestavimo trikotnik A; A3A,, tako da premaknemo C;C5
na A2A3 ter BlBg na A3A1.

Narisana in oznaéena skica gvkljuéno z izbranimi vektorji 7, yin2) ....... 5 tock
Zapis AAy = Z, BBy =7inCCy =4 ..... s 2 tocCki
Zapis AjA; =2—17, BiBo=T—17, C100 =0 — 2 iiiiiarirrarserarnnrnns 3 tocke
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1ZFABUN A  Ag + BiBy 4 105 = 0 eeeeeee e e e e e e e e eeeeeees 4 tocke
Utemeljen sklep, da lahko iz daljic A, A,, BB, in C,C;, z ustreznimi vzporednimi

premiki tvorimo nov trikotnik ... 6 tock
2. na¢in
Narisana in oznacena skica (vkljuéno z izbrano to¢ko A43) ................. 5 tock

Utemeljena ugotovitev, da so daljice AC, A,C; in A3C; vzporedne in skladne ..2
tocki
Utemeljena ugotovitev, da sta daljici BC in B,C, vzporedni in skladni ... 2 tocki

Utemeljen sklep, da sta trikotnika ABC in A3B,C; skladna ............... 3 tocke
Ugotovitev, da sta daljici AB in A;B,vzporedni in skladni ................ 1 toCka
Ugotovitev, da je A, B;B; Az paralelogram ............ccciivieriinniennnnns 2 tocki

Utemeljena ugotovitev, da sta daljici B; B, in A;A, vzporedni in skladni ..2 tocki
Utemeljena ugotovitev, da lahko iz daljic A, A,, B, B, in C;C; z ustreznimi vzpo-
rednimi premiki sestavimo trikotnik A; A3As ..o 3
tocke



B2. Enacbi preoblikujemo v ekvivalentni enacbi /z = 1+ /yin 8z +7 =2+ /8y +7
ter ju nato kvadriramo, da dobimo

r=14+2y+vy in

8o+ T7=4+4/Sy+7+8y+7.

Od spodnje enacbe odstejemo 8-kratnik zgornje enacbe in dobljeno enacbo poenosta-
vimo, da dobimo 1 + 4,/y = /8y + 7. Enacbo kvadriramo in poenostavimo do 4,/y =
3 — 4y. Ko enacbo $e enkrat kvadriramo, dobimo kvadratno ena¢bo 16y? — 40y +9 = 0,
katere levo stran lahko razstavimo kot (4y — 1)(4y —9) = 0. Dobimo dve resitvi, y; = ;
iny, = 2. Izenatbe z = 142,/y+y izratunamo $e z; = § in z, = 2. Preverimo lahko,

da par (z1, y1) resi zaCetni sistem enacb, par (z2, y2) pa ne, saj je

25 9
\/8-Z+7—\/8-Z+7:ﬁ—5,

9

kar ni celo Stevilo in zato ne more biti enako 2. Torej je edina reSitev naloge par z = §

iny = 1.

Preoblikovanje v ekvivalentni enacbi /2 =1+ /yin 8z +7=2+.8y+7 ....2

tocki

Kvadriranje @nach ..........cooiiiiiiiiiiii it i e 3 tocke
Zapis enacbe zeno samo Neznanko ............ccviiiiiiiiariiraraaeaaaaa, 5 tock
Kvadriranje enacbe 1 +4,/y = /8y 4+ 7 «vvvriiiiiiiiiiii i 2 tocki
Zapis kvadratne enacbe 1672 — 40y + 9 =0 vvuveernrrnrenrarenrnnenrenennes 2 tocki
Izracunani reSitvi i, iN 4o «ovioriii i i e 2 tocki
1ZraCuNANa 71 N T +vieeriiiieiiinerannssnnssannssnnnsennssnnnssnnssnnnss 2 tocki
IzkljuCitev reSitve (22, 2) ... 2 tocki



63. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 21. marec 2019

Resitve za 3. letnik

B1. Najprej opazimo, da mora biti z # —1, sicer ulomek v eksponentu ni definiran. Ker
je 27 = 3% in je eksponentna funkcija z osnovo 3 naras¢ajoca, je dana neenacba ek-
vivalentna neenacbi % > 3. Neenacbo pomnozimo z (x + 1)? (neenacaj se pri

tem ohrani), da dobimo —x? — 2z 4+ 3 > 3(z + 1)®. Neenatbo sedaj poenostavimo do

422 + 8z < 0 in levo stran razstavimo 4z (z + 2) < 0. Resitve te neenacbe so z € (—2,0),

saj je kvadratna funkcija s pozitivnim vodilnim koeficientom negativna na intervalu

med svojima ni¢lama. Z upostevanjem pogoja x # —1 je torej kon¢na reSitev naloge

r e (—2,-1)U(-1,0).

2. nacin. Kot v prvi re$itvi opazimo, da mora biti z # —1 in sklepamo, da je dana ne-

v . vl + —p2_ v . . 2
enacba ekvivalentna neenacbi = 15; > 3. Neenatbo sedaj preuredimo v =735 —

(z+1)?
. . .. 2 3—3x2—6r—=- -
3 > 0 in levo stran postavimo na skupni imenovalec == Qx(*;il‘;’ﬁ 62=3 > (). Stevec po-

enostavimo in neena¢bo pomnoZimo z —1, da dobimo ‘tiiﬁ? < 0. Racionalna funkcija
flz) = ‘tﬁﬁf ima nicli 1. stopnje pri z = 0in z = —2, ter pol 2. stopnje pri z = —1.

Funkcija zavzame negativne vrednosti na intervalih (-2, —1) in (—1,0). Resitve ne-
enacbe so torej z € (—2,—1) U (—1,0).

- 1 o] L3 o o T [0 - R 2 tocki
—22-2z+3 2 . . .

Utemeljitev, da sta neenacbi 3 w0? > 2710n %ﬁfﬁ > 3 ekvivalentni .. 4 tocke
Zapis ekvivalentne neenaébe % S T 2 tocki
Utemeljitev, da sta neenaébi% > 3in —z% — 2x + 3 > 3(z + 1)? ekvivalentni 3
tocke

Zapis neenacbe —z2 — 22+ 3 > 3(T+ 1) 1eruiirrrniirrnii i, 1 tocki
Zapis kvadratne neenacbe 472 + 87 < 0 vveiririririiiiiiiiraariaiaaaaaas 2 tocki
Razcep (zapisani ali upostevani resSitvi kvadratne enacbe) ............... 2 tocki
Resitev kvadratne neenacbe = € (—2,0) .vcvviviririiiiiieirirariniiieeas 2 tocki
Zapis konéne reSitve © € (—2, —1) U (—1,0) vuuvurrirnrnrnnrnrenrnnsnrnnens 2 tocki

2. nadin.

- 1 oY L3 o o T [0 - T 2 tocki
—o? 2043 2 . . v
Utemeljitev, da sta neenacbi 3 =+9? > 27in %ﬁfj‘”’ > 3 ekvivalentni .. 4 tocke
Zapis ekvivalentne neenaébe % S T 2 tocki
Zapis neenacbe % | 1 tocka
SKUPNi IMENOVAIEC ......ociiieirirareiianararassananararnsnananararnnnns 1 tocka
Zapis neenacbe ‘g ;;;35 0 wanenennsnnrnsanraeanraararanraran e i aranrns 2 tocki
DolocCitevobeh niCel .........ccoiiiiiriii i c e raracrararaeannnns 2 tocki
[ o [T (=T o o - 2 tocki
Zapis resSitev zacetne neenacbe = € (—2, —1) U (—1,0) +uvrurunrnrnnrnnenns 4 tocke
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B2. Opazimo, da sta kota « in 3 ostra, saj sta cos a in cos § pozitivna. Oznacimo stranice
trikotnika ABC kot obicajno z a, b in c. Naj bo €’ noZis¢e viSine v skozi oglisce C.
Dolzini daljic AC" in BC" ozna¢imo zaporedoma z b, in a,. Tedaj velja

. 2
a1 =acosfl = =a in by = bcosa = =b.
7 3
Po sinusnem izreku velja -2~ = b Ker sta kota « in /3 ostra, sta sin « in sin 3 pozi-
sin sin 8

tivna, zato je sina = V1 — cos? a = \/?5 insin 8 = /1 —cos? 3 = %5 Od tod sledi

b—smﬁa——g\/5 i a—ga
~sina 7T 5 T

Od tod izrazimo $e b; = 2b = Za. Obseg trikotnika je torej

9 2 6 24
0:a+b+a1+b1:a+?a+?a+?a:7&,

in ker mora biti enak 24, je a = 7 ter posledi¢no b = 9, a; = 21in b; = 6. ViSina v

trikotnika ABC' je zato enaka v = asinf = 7 - %5 = 31/5, plostina trikotnika pa je
enaka

(al‘;bl)v _8'32>\/5_12\/5'

p:

A bl Cl aj B

2. nac¢in. Uporabimo oznake iz prve reSitve. Ker sta cos a in cos 3 pozitivna, sta kota
a in 3 ostra, zato lahko na kotne funkcije gledamo kot na razmerje ustreznih stranic v
pravokotnem trikotniku. Ker je cosa = %, v trikotniku AC'C velja by : b = 2 : 3, zato
smemo oznaciti by = 2t in b = 3¢t za nek ¢t > 0. Podobno smemo v trikotniku C'BC
oznaciti a; = 2t' in a = 7t' za nek ' > 0. Sedaj iz obeh pravokotnih trikotnikov po
Pitagorovem izreku izra¢unamo visino

v=V92 —42 =5t in v =497 — 472 = 3/5¢.
Sledi v/5t = 31/5t' oziroma t = 3t'. Obseg trikotnika je zato enak
o=a+b+a +b =7+ +2t' + 6t = 24t

od koder sledit’ = 1in ¢ = 3. Stranica c trikotnika je torejenaka c = a1 +b; =2+6 =38,
viSina pa v = 3v/5. Od tod izratunamo $e plos¢ino trikotnika

pz%:mﬁ.



Pregledno narisana in oznacena skica (narisana visina in oznacena odseka) . 1
tocka

ZAPIS (1] = 20 +vvveeinnnntee st a i eaaa s 1 tocka
ZaPIS D1 = 2D werrriiniiei i 1 tocka
Zapis ali uporaba zveze sin’r + cos®T = 1 viuviveiiieirirarareneieiearanans 1 tocka
IZFABUN SIN Q= Y2 L ueieieii e 1 tocka
1ZFaBUn sin B = 35 Lo 1 tocka
Utemeljitev, zakaj sta sina insin 5 pozitivha ...........cccooviiiiiaiia.... 1 tocka
Zapis ali uporaba sinusnegaizreka ...........c.voiiiiiiiiiiiiiiii i 1 tocka
1ZraGun b = 20 c.eeiiiii e 4 tocke
Zapis obsega trikotnikazenoneznanko ............c.cciiiiiiiiiiiiiiian 2 tocCki
2= Lo 1 o 7 | | 7 1 tocka
2 7 1o 1 T 1 tocka
4 Vo 1 ] 4 2 tocki
Izraéun ploséine trikotnika p = 12v/5 ccoviiiiiiiii it 2 tocki

2. nadin Pregledno narisana in oznacena skica z narisano visino in odsekoma na

£ (= 1o 1 1 tocka
UGOtOVItEV by = 26, 0 = 3t wuivieieiiiiiiainaisasnasannnsansasnnsannnnns 3 tocke
Ugotovitev a; = 2t/ iNa = Tt weeieii e et e e ieearaaeancnnnnnns 1 tocka
Zapis ali uporaba Pitagorovegaizreka ...........ccviiiiiriirinrnnnrnnnnns 1 tocka
JZFAGUN U = 31/ 5t et iittiit it it ieeeie st seaseansennsennsennsennnennn 3 tocke
P e 1 R T V4 2 1 tocka
Zapis obsega trikothikazenoneznanko ............ccvviiiiiiiiiinnnnnaans 5 tock
4 - Vo 1 ] 4 T 1 tocka
4 T 1 4 T 2 tocki
Izradun ploséine trikotnika p = 12v/5 ccoveiiiiiiii it 2 tocki



63. matematicno tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Odbirno tekmovanje, 21. marec 2019

Resitve za 4. letnik

B1. Naj bo A dogodek, da nobeni 2 dekleti ne sedita v isti kabini. Verjetnost dogodka A
izratunamo po formuli

_ ugodne razporeditve

P(A
(4) vse razporeditve

Vseh moZnih razporeditev je 8!, saj moramo 8 prijateljev na poljuben nacin razporediti
na 8 sedis¢, kar pomeni, da Stejemo permutacije na 8 elementih.

Ugodne razporeditve prestejemo tako, da najprej izberemo 3 izmed 4 kabin, v katerih
bodo sedela dekleta, in v vsaki od teh 3 kabin izberemo 1 od 2 sedis¢, na katerem bo
sedelo dekle. To lahko storimo na (3) - 2° razli¢nih na¢inov. Nato pa najprej razpo-
redimo dekleta na njihova sedi$¢a na 3! razli¢nih na¢inov in nato Se fante na njihova
sediS¢a na 5! razli¢nih na¢inov. Ugodnih razporeditev je torej (g) -2%.31- 5. Verjetnost,

da nobeni 2 dekleti ne bosta sedeli v isti kabini je torej

8

4 3 4! 3 .
.923.31.51 4L .93 3] 1.93 .
8! 8-7-6 8-7-6

-2-1- 4
76 .
2. nacin. ReSitev lahko pois¢emo tudi s pomo¢jo kombinacij, pri ¢emer upostevamo,
da ni pomembno, kako v posamezni kabini sedita prijatelja. Vse moZnosti preStejemo
tako, da najprej v prvo kabino postavimo 2 izmed 8 prijateljev, nato v drugo posta-
vimo 2 izmed preostalih 6 prijateljev, zatem v tretjo postavimo 2 izmed preostalih 4
prijateljev in nazadnje Se preostala 2 prijatelja postavimo v zadnjo kabino. To lahko
storimona (5) - (3) - (;) razli¢nih na¢inov. Ugodne moZnosti prestejemo tako, da najpre;
izberemo 3 izmed 4 kabin, kjer bodo sedela dekleta, kar lahko storimo na (g) razli¢nih
nacinov. V prvo od teh kabin postavimo 1 od 3 dekletin 1 od 5 fantovna 3 -5 = 15
nacinov, nato v drugo od teh kabin postavimo 1 od preostalih 2 deklet in 1 od preo-
stalih 4 fantov na 2 - 4 = 8 nac¢inov in zatem v tretjo od teh kabin postavimo preostalo
dekle in 1 od preostalih 3 fantov na 1 - 3 = 3 nacine. Preostala 2 fanta pa postavimo v
preostalo kabino. Ugodnih moZnosti je torej (g) -15-8-3, verjetnost opisanega dogodka
A paje enaka
(5-15-8-3 4
000 7
3. na¢in. Namesto verjetnosti dogodka A, izra¢unamo verjetnost nasprotnega do-
godka A’. Vse moZnosti preStejemo na enak kot v 2. reSitvi. Ugodne moZznosti za
dogodek A’ prestejemo tako, da najprej izberemo 1 izmed 4 kabin v kateri bosta sedeli
2 dekleti in vanjo postavimo 2 izmed 3 deklet. Nato izmed preostalih 3 kabin izbe-
remo 1 v kateri bosta sedela dekle in fant ter vanjo postavimo preostalo dekle in 1
od 5 fantov. V tretjo kabino postavimo 2 izmed preostalih 4 fantov, zadnja 2 fanta pa
postavimo v zadnjo kabino. Verjetnost dogodka A’ je zato enaka

3 4

P(A) =

GGG 7
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verjetnost dogodka A paje P(A) =1—2 = 1.

Zapis ali uporaba P(A) = UEXIEIMEOEINE e 1 toéka
Zapis Stevila vseh mozZnosti ........c.cviiiiiiiiiiiiii i 6 tock
Zapis Stevila vseh ugodnih moznosti ............cccoviviiiiiiiiniianenen.. 10 tock
Izradun verjetnosti P(A) =2 ....ceiiiiiiiiiiiii 3 tocke
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B2. Oznac¢imo dani kroZnici zaporedoma s K; in Ky. Kroznica K; ima sredis¢e v S;(0,0)
in polmer r; = 3, kroZnica K, pa ima sredi$¢e v Sy = (0,4) in polmer r, = 1. KroZnici
se od zunaj dotikata v tocki 7°(0, 3). KroZnice, ki se hkrati dotikajo kroznic K; in K, in
vsebujejo tocko 7'(0, 3), imajo srediS¢a na y-osi. Med preostalimi kroZznicami K, ki se
hkrati dotikajo obeh danih kroZnic, so take, ki se obeh dotikajo od zunaj in take, ki se
obeh dotikajo od znotraj, kot to prikazujeta sliki.

Obravnavajmo najprej primer, ko se kroZnica K dotika kroznic Ky in K3 od zunaj.
Naj bo S(z,y) sredis¢e kroznice IC, kjer je S # T. Tedaj je radij kroznice K enak r =
’SS” — T = |SSQ| — Ta. Kerje |551| = \/[EQ + yQ in |SSQ| = 2 + (y — 4)2, sledi

Va2 +y? = a4 (y —4)° + 2.

Enacbo kvadriramo, da dobimo 22 + y* = 2? + (y — 4)® + 4/2? + (y — 4)? + 4. Slednje
poenostavimo do 2y — 5 = /22 + (y — 4)? in ponovno kvadriramo, pri ¢emer mora
veljati y > 2. Dobimo 4y® — 20y + 25 = 2 + (y — 4)? oziroma z? — 3y + 12y = 9.

Obravnavajmo Se primer, ko se kroznica K dotika kroZnic K in Ky od znotraj. Tedaj
je njen polmer enak r = |SS;| 4+ 1 = [9S2| + 72, od koder sledi

Vat+y?2 = /a2 + (y —4)? -2

Po kvadriranju in poenostavljanju dobimo —2y + 5 = /22 + (y — 4)2. Po ponovnem
kvadriranju pridemo do enake enacbe kot v prvem primeru, le da mora tokrat veljati
y <3

Resitev je torej stoZznica z enacbo 22 — 3y? + 12y = 9. Standardna oblika enacbe je
’““—32 — (y — 2)* = —1 (kar predstavlja hiperbolo). Resitev je enoli¢no dolocena, saj je
stoZnica enoli¢no dolo¢ena Ze s 5 tockami. Opazimo lahko, da sredis¢a opazovanih
kroZnic pokrijejo celotno stoZnico, razen tocke 7°(0, 3).

Ugotovitev, da se kroznica lahko dotika narisanih kroznic na dva opisana nacina
2 tocki

Obravnava prve situacije in ugotovitev r = [SS;| —r; = [SSs| — 72 cavurnn 4 tocke
Zapis ali uporaba formule za razdaljo med toCkama ...................... 1 tocka
Zapis enacbe /22 + 12 = /22 + (J = 4)2 4+ 2 seviiinnaee 2 tocki

11



Enacba stoznice je 2 — 3y” + 12y =90ob pogojuy > 2 .......coeeiiinnn, 2 tocki

Obravnava druge situacije in ugotovitev » = [SS;| +r; = |[SSo| + 72 veurnn. 4 tocke
Zapis enacbe /22 + 12 = /22 + ( —4)2 — 2 tiiiiiiiiiiii e 1 tocki
Enacba stoznice je 22 — 3y*> + 12y =9 ob pogojuy < 2 ...........cceeiee, 2 tocki
Zapis konéne reitve & — (1 —2)2 = —1 .iuvueiininiiiiie e 2 tocki
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