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d MF A 65. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 22. april 2021
Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Na sliki sta narisana dva kvadrata in dva skladna kroga, katerih
sredis¢i leZita na diagonali ve¢jega kvadrata. Stranica veéjega kva-
drata je dolga 1 enoto, stranica manjSega kvadrata pa je dvakrat daljsa
od polmera krogov (glej sliko). Izra¢unaj polmer obeh krogov in raci-
onaliziraj rezultat.
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B2. Poisci vsa cela Stevila n, ki jih lahko zapiSemo v obliki n = , kjer je m celo Stevilo.



d MF A 65. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 22. april 2021
Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 45 minut.
B1. Nad stranico C'D kvadrata ABCD z zunanje stani nariSemo pravokotni trikotnik DCE s

pravim kotom pri E. Dokazi, da simetrala kota <t DEC razdeli kvadrat ABC'D na dva plos¢in-
sko enaka dela.
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B2. Izratunaj x + y, Ceje (z + V1 + 22)(y + /1 + y?) = 1.



d MF A 65. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 22. april 2021
Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 45 minut.
B1. V pokocno prizmo, katere osnovna ploskev je paralelogram z enim notranjim kotom ¢,

je vértana sfera z radijem r, ki se se dotika vseh mejnih ploskev prizme. Izrazi prostornino
prizme s pomocjo 7 in «.
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B2. Dan je polinom p(z) = 2° + 2° + ... + z + 1. DokaZi, da polinom p(z) deli polinom p(z?).



d MF A 65. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 22. april 2021
Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Naj bosta a in b taki realni $tevili, da ima polinom p(z) = 2? + ax + b dve realni nicli,
polinom p(q(x)), kjer je ¢(z) = z* + 2z + 7, pa nima realnih ni¢el. Dokazi, da je p(8) > 4.
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B2. Na tabelo velikosti 2 x n, kjer je n naravno $tevilo, naklju¢no na razli¢ni polji postavimo
dva Zetona. Koliksna je verjetnost, da se da preostanek tabele prekriti z dominami velikosti
2 x 1? Domine se ne smejo prekrivati in ne smejo segati ez rob tabele.



d MF A 65. matematiéno tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije

16. marec 2006

Resitve nalog za Naloge za 1. letnik

1. Oznacimo nekatere tocke, kot je prikazano na sliki.

A

Po predpostavkah naloge totke B, C' in D lezijo na diagonali AE velikega kvadrata. Ce
doriSemo Se kvadrat z diagonalo DF, ugotovimo, da je njegova stranica dolga z. Dolzina
diagonale AE je zato

V2 = |AE| = |AB| + |BC| + |CD| 4 |DE| = 22v2 + 2z + z + 2v2 = 3z(vV2 + 1).

Od tod sledi z = V2 273\&. Polmer krogov je enak %ﬁ enot.

(V2+1)
Izracun dolZine diagonale AE ........ ... ... 1 tocka
Izracun dolZine diagonale AB ....... ... . i 2 toc¢ki
Izracun dolZine diagonale DE ........ ... i 3 tocke
Ugotovitev, da je dolzina daljice BD enaka 3z ..., 2 tocki
Zapis |AE| = |AB| + |BO| 4+ |CD| 4 |DE| . ccvoii it 1 totka
Zapis enacbe V2 =22V2+4 22 +x + 22 = 390(\/5 1) 2 tocki
Izra¢un dolZine polmera (iz enacbe izrazix) ...............coiiiiiiiiiiiiiiiii 6 tock
Racionalizacija rezultata ........... ... . 3 tocke.

2. Enakost pomnoZzimo z 2021 —m, da dobimo 2021n — mn = m+2021. Nato jo preuredimo do

2021(n—1) = m(n+1) in izrazimo m = %ﬁfl) = 2021 — 22221 Torej lahko v predpisani obliki

n+1 °
zapiSemo vsa tista cela Stevila n, za katera je 2231 celo 8tevilo. To pomeni, da mora biti n + 1

delitelj Stevila 2 - 2021 = 2 - 43 - 47. Delitelji tega Stevila so 1, £2, +43, £47, £86, 94, £2021 in
+4042. Resitev naloge so torej cela Stevila

—4043, —2022, —95, —87, —48, —44, —3, —2,0, 1,42, 46, 85,93, 2020, 4041.

Izdane enacbeizrazim ........... ... i 6 tock
ZapiSe m kot razliko celega Stevilainulomka ............... ... ... 4 tocke
Sklep, da je 222 celo BteVilo ............ooiiiiiii 2 tocke
Poisce vse delitelje Stevila 2 - 2021 (vsaki stirje delitelji 1 tocka) ........................ 4 tocke
ZapiSe vseh 16 reSitev (vsake §tiri so vredne 1 to¢ko) ............. ... ..ol 4 tocke.
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65. matematicno tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije

16. marec 2006

Resitve nalog za Naloge za 2. letnik

e, O

A H B

Oznac¢imo z G presecisce diagonal kvadrata ABCD. Ker je /DEC = 90° = /CGD, po Tale-
sovem izreku tocke G, C, E in D leZijo na isti kroZnici K. Tocka G zaradi simetrije razpolavlja
lok DC kroznice K. Ker tudi simetrala obodnega kota /DEC razpolavlja lok DC, totka G
leZi na simetrali kota /DEC. Od tod sledi, da sta trikotnika AHG in CF'G skladna, ker imata
enake notranje kote in enako dolZino stranice |AG| = |C'G| nasproti enakega kota. Torej je
|AH| = |C'F|. Plos¢ina levega dela kvadrata, ki ga odreZe simetrala kota /DEC, je zato po
formuli za plos¢ino pravokotnega trapeza enaka

|AH|+ |DF|
2

|CF|+ |DF|

|CD||AD|
2 Y

2

.|AD|:

PAHFD =

kar je ravno polovica plos¢ine celotnega kvadrata ABCD. Torej simetrala kota /DEC razdeli
kvadrat ABC'D na dva plos¢insko enaka dela.

Pregledno narisana in oznacena skica kvadrata in pravokotnega trikotnika (z narisano sime-

Eral0) o 2 tocki
Utemeljena ugotovitev, da tocke G, C, E'in D leZijo na isti kroznici .................... 5 tocke
Utemeljena ugotovitev, da simetrala poteka skozi presecis¢e diagonal kvadrata ....... 3 tocke
Utemeljen sklep, da sta trikotnika AHG in CFGskladna ...................... .. ... 2 tocki
Izra¢un ploscine stirikotnika AHF'D ... 3 tocki
Izracun ploscine Stirikotnika FIOBH ... ... o i 3 tocki
Sklep, da sta ploScinienaki .......... ... .. 2 tocki.

2. Dano enakost pomnozimo z (z — /1 + z2), da dobimo (2? — (1 + z?))(y + V1 +y?) =
r — 1+ 2? oziroma —y — /1 + y? = x — /1 + 22. Slednje lahko preoblikujemo v /1 + 22 —
VI+y2 = 2 +y. Ce dano enakost pomnozimo z (y — /1 +y?), dobimo —z — V1 + 22 =
y — /1 +y? oziroma /1 + 22 — /1+ 42 = —(x + y). Iz obeh enatb sledi z + y = —(z + y)
oziroma x + y = 0.
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Naloge za 2. letnik

2. naé¢in. Na enak nacin kot v prvi regitvi izpeljemo = + y = /1 + 22 — /1 + y2. Enacbo
kvadriramo, da dobimo z? 4 2zy + y* = (1 + 2?) — 21+ 221+ 42 + (1 + y?), ter jo nato
poenostavimo do v1+ z2y/1+y? = 1 — zy. Po ponovnem kvadriranju dobimo (1 + 2?)(1 +
y*) = 1 — 2zy + 2%y?, kar lahko zopet poenostavimo do z? + 22y + y* = 0. Dobljena enacba je
ekvivalentna enatbi (z + y)? = 0, od koder sledi = + y = 0.

MnoZenje zacetne enacbe z ustrezno razliko dvoclenika (v enem faktorju) .............. 6 tock
Preoblikovanje v v 1+ 22 — /T 4+ 42 = X4 4 ooveriii e 4 tocke
Preoblikovanje V.—v/1 4+ 22 + /T 4+ 42 = Z 4 Y vveenieiee e 4 tocke
UOtOVIteV & 4 1 = —(Z 4 )« v ettt 4 tocke
[ZraCun & 4 4 = 0 oo e 2 tocki.
2. nac¢in. MnoZenje zacetne enacbe z ustrezno razliko dvoclenika (v enem faktorju) .... 6 tock
Preoblikovanjev v1+ 22 —y1+1y2=x4+yoz.vV1+ a2+ 1+ =a+y ......... 4 tocke
Pravilno kvadrirana zgornjaenacba ........... ... .. 2 tocki
Izra¢unan produkt korenov ............. ... 2 tocki
ZaPis T2 4 207 4 U2 = 0 ottt 3 tocke
Razcep enalbe (T 4 1)2 = 0 .o irn ittt e e e 1 tocka
LZraCun & 4 4 = 0 oo 2 tocki.



d MF A 65. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
16. marec 2006
Resitve nalog za Naloge za 3. letnik

—

2r P

2r

a

Ker se sfera dotika spodnje in zgornje ploskve prizme, je viS§ina prizme enaka premeru
sfere, torej h = 2r. Naj bo ¥ ravnina, ki vsebuje sredisce sfere in je vzporedna osnovni ploskvi
prizme. Oznac¢imo s P preseciSce prizme in ravnine X ter s I presecisce sfere in ravnine ¥,
kot je prikazano na levi sliki. Tedaj je P paralelogram, skladen z osnovno ploskvijo prizme z
notranjim kotom «, in K kroZnica z radijem r. DotikaliS¢a sfere s stranskimi ploskvami prizme
leZijo vsa na kroZnici K in hkrati tudi na robu paralelograma P. To pomeni, da je kroZnica K
vétrana paralelogramu P. Obe viSini paralelograma P sta torej enaki v = 2r, zato je P romb.
Privzemimo najprej, da je o man;jsi od notranjih kotov romba P in ozna¢imo stranico romba z

a, kot je prikazano na desni sliki. Tedaj iz pravokotnega trikotnika dobimo sin o = 2 oziroma
2

sinra’ N 5

enaka V = p-h = 2= . 2r = 2 Ker pa je drugi notranji kot paralalograma enak 3 = 7 — o in

velja sin § = sin(m — «) = sin «, je ta fomula za prostornino prizme pravilna tudi, ¢e je o vedji
izmed notranjih kotov osnovne ploskve prizme.

Xy . 2 . . .
a = plos¢ina romba P pa je enaka p = a - v = 2~ - 2r = 2. Prostornina prizme je zato

sin sin «v

Pregledno narisana in oznacena skica (z vklju¢enim presekom P) ...................... 5 tock
Ugotovitev, daje h =21 ... o 1 tocka
Ugotovitev in utemeljitev,daje Promb .............. ... ... 4 tocke
Izracun stranice romba .......... ... 3 tocke
Izracun ploscine osnovne ploskve prizme .............. ... i 1 tocka
Izradun prostornine prizme ............ ... 2 tocki
Utemeljitev, da formula velja tako za ostri kot tudi za topikot o .................. ... 4 tocke.

2. Pri dokazu bomo nekajkrat uporabiti razcep
a"—1=(a—1(@" ' +a"*+...+a+1), neN.
Najprej opazimo, da je (x — 1)p(z) = 2" — 1. Torej je

(2 = Dp(z®) = (2°) ' —1=2" —1=(2")° -1 =
= (@ =)@ 2"+ 2T+ 1) =
=(x—Dp) (@ +2""+ ... +2"+1).

Kerpajea? —1=(x —1)(a®+2"+...+ 22+ 2+ 1) = (x — 1)(2’p(x) + = + 1), sledi
(= D(@’p(x) + 2+ p(a’) = (x = Dp(2) (@™ + 2™ + ...+ 2" + 1),
kar nam po preoblikovanju da

(z+ Dp(®) = p(2) (@™ + 27" + ...+ 27 + 1 —2%p(2?)).
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Naloge za 3. letnik

Polinoma z + 1 in p(z) = (x + 1)(a® 4+ 23 + ) + 1 sta tuja, zato mora p(z) deliti p(z?).
2. naéin. Nalogo lahko resimo tudi z neposrednim deljenjem polinoma p(z?) s polinomom
p(x), kar pa zahteva precej ra¢unanja. Kvocient je enak

1748 . ZL‘47 4 5(741 o 1,40 + 1’39 . 1738 + I34 o 1133 + ZL‘32 . 1,31 + ZL‘SO . {L‘29 + ZL’27 - 1,26 + ZE25

Cp g2 22 21 19 I8 0T 4 06 05 4 a4 210 09 08y 0T

Zapis ali uporabarazcepa a™ — 1 ........... i 3 tocke
Ugotovitev, da je (z — 1)p(x) £ 2 tocki
Preoblikovanje (2% = Dp(a®) v (z — Dp(x) (@™ + 27T+ . 42"+ 1) o 5 tock
Zapisz® — 1 = (a: — D) (EPP(T) T A L) e 2 totki
Zapis (x 4+ 1)p(2?) = p(z) (™ + 2"+ ...+ 2T+ 1 —2p(x?)) oo 4 tocke
Utemeljen sklep, da p(z) mora deliti p(z%) .......oooiiiiiiiiiii i 4 tocke.
2. nadin. Zapis polinoma p(a”) ........oii i 4 tocke
Matemati¢no korektno izpeljano deljenje ................ ... ... 16 tock

(za pravilno izracunanih prvih 5 ¢lenov koli¢nika 5 tock, za pravilno izrac¢unanih prvih 10
¢lenov koli¢nika 10 tock).



d MF A 65. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
16. marec 2006
Resitve nalog za Naloge za 4. letnik

1. Naj bosta z; in z, realni ni¢li polinoma p(z). Tedaj je p(z) = (x — z1)(z — z2) in
pla(x)) = (a(z) — 21)(q(x) — x2) = (2” + 22 + (7 — 21)) (2" + 22 + (7 — 22)).

Polinom p(g(z)) nima realnih nicel, zato tudi polinoma z?+2x+(7—x1 ) in #?+2x+(7—x,) nimata
realnih nicel. Ker sta to polinoma z realnimi koeficienti, morata biti torej njuni diskriminanti
negativni, se pravi D; =4 —4(7 — 1) < 0in Dy =4 — 4(7 — 22) < 0. Od tod sledi z; < 6 ter
Ty < 6inzatojep(8) = (8 —x1)(8 — ) >2-2 =14

2. naéin. Naj bosta z; in x5 realni ni¢li polinoma p(x), torej p(z) = (x —z1)(z —x2). Opazimo,
daje q(x) = (z + 1)® 4 6, torej lahko polinom ¢(z) zavzame vsa realna $tevila, ki so vegja ali
enaka 6. Ker pa polinom p(¢(x)) nima realnih nicel, polinom ¢(z) ne sme zadeti Stevil z; in z,
torej mora veljati z;, 22 < 6. Od tod sledi p(8) = (8 — x1)(8 — ) >2-2=4.

Razcep polinoma p v p(x) = (2 — 21)(Z — @) «vviriiiii 1 tocka
Zapis p(q(z)) = (2?2 422+ (T —21)) (@2 + 22+ (T —Z2)) oeeereie e 5 tock
Utemeljen sklep, da polinoma z? + 2z + (7 — z;) in 2 + 2z + (7 — z) nimata realnih nicel ..3
tocke

Izrabun Dy =4 —4(7T—21) <0Iin Dy =4 —4(T—22) <O vrirnininiiiiiiaiiaenn. 6 tock
IZraCun 1 < B ter Lo < B vttt e 2 tocki
Sklep p(8) = (8 —1)(8 —@2) > 2-2 =4 .o i 3 tocke.
2. nacin. Razcep polinoma pvp(z) = (£ —21)(® — @) «ooviniiiiiiiii i 1 tocka
Zapis polinoma g Kot ¢() = (T + 1)2 46 verrnniiin e 3 tocke
Sklep, daje g(x) > 6 za vsakorealno tevilox .............. ... 5 tock
Utemeljena ugotovitev, da ¢(z) ne sme zadeti Stevil z; inzy ... 6 tock
SKIEP 1, o < 6 oot 2 tocki
Sklep p(8) = (8 = x1)(8 = 2) > 2 2 =4 (o ituiii 3 tocke.

2. Tabelo pobarvamo kot Sahovnico. Tedaj je v tabeli enako stevilo belih in ¢rnih polj. Ker vsaka
domina prekrije 1 belo in 1 ¢rno polje, vse domine skupaj prekrijejo enako Stevilo belih in ¢rnih
polj. Da lahko preostanek tabele prekrijemo z dominami velikosti 2 x 1 morata biti torej Zetona
postavljena na polji razli¢nih barv. PokaZimo, da lahko v tem primeru preostanek tabele res
prekrijemo z dominami velikosti 2 x 1. Na tabelo nariSimo sklenjeno krivuljo, ki poteka skozi
vsa polja tabele, kot je prikazano na levi sliki na konkretnem primeru tabele velikosti 2 x 10 pri
konkretni postavitvi Zetonov.

c="=-z-z M= ="=a="

Iz tabele sedaj odstranimo polji, na katerih sta Zetona, kot je prikazano na desni sliki. Ker sta
bila Zetona na poljih razli¢ne barve, narisana krivulja razpade na dva dela, ki oba potekata
skozi sodo mnogo polj tabele. Torej lahko oba dela prekrijemo z dominami velikosti 2 x 1,
tako da za¢nemo na enem koncu krivulje in ji pri prekrivanju sledimo, na vsakem koraku pa z
domino prekrijemo naslednji dve polji na krivulji (to lahko vedno storimo).

Verjetnost iz naloge lahko sedaj izracunamo kot

ugodne postavitve zZetonov

P = .
vse moZne postavitve Zetonov’
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Naloge za 4. letnik

kjer so ugodne postavitve Zetonov tiste, pri katerih sta Zetona postavljana na polji razli¢ne
barve. Vseh moznih postavitev Zetonov je 2n - (2n — 1), saj lahko prvi Zeton postavimo na
poljubno polje tabele (teh je 2n), za postavitev drugega Zetona pa nam ostane 2n — 1 polj tabele.
Ugodnih postavitev Zetonov je 2n - n, saj lahko prvi Zeton prav tako postavimo na poljubno
polje tabele, za postavitev drugega Zetona pa imamo na voljo le n polj tabele, saj mora biti ta
postavljen na polje druge barve kot prvi Zeton. Iskana verjetnost je torej enaka

p_ 2n? D
2n(2n—1) 2n-—1
Ugotovitev, da je prekrivanje mogoce, ko Zetona postavimo na polji razli¢nih barv ..... 5 tock
Dokaz, da je v zgornjem primeru prekrivanje mogoce .................ooiiiiiiiii.... 3 tocke
Izracun vseh moZnih postavitev Zetonov ............ ... ... .o 5 tock
Izracun ugodnih postavitev Zetonov ............. ... i 5 tock
Izracun verjetnosti ...... ... .. 2 tocki.



