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d MF A 66. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 17. marec 2022

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Poisci vse pare naravnih Stevil a in b, ki zadoS¢ajo enacbi a®> — bab + 24 = 0.
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B2. Kmet Martin je pri baliranju sena izdelal 3 enake bale
sena. Precni prerez vsake bale sena je krog s polmerom r.
Bale sena je postavil v piramido, tako da so se dotikale druga
druge, in ¢ez njih napel vrv, ki jo je na obeh koncih pritrdil
v tla. Zgornji del vrvi je napet po obodu zgornje bale sena,
stranska dela vrvi pa sta ravna in se dotikata spodnjih dveh
bal sena (glej sliko). Izrazi dolZino vrvi s polmerom 7.
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d MF A 66. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 17. marec 2022

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Poisti vsa realna $tevila z, ki zados¢ajo enacbi /22 — 2z + 17 = 3v/3 — 1, in jih zapisi v
obliki x = m + nv/3, kjer sta m in n celi Stevili.
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B2. Dana je kocka ABCDEFGH. Na stranici GH lezi tocka K, tako da velja |GK|: |[KH| =1
3, na stranici H F lezi to¢ka L, tako da velja |HL| : |[LE| = 1: 1, na stranici CG pa lezi to¢ka M.
Kaksno mora biti razmerje |C'M| : |M G|, da se bosta premici AK in LM sekali?



d MF A 66. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 17. marec 2022

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Za katere kote « z lastnostjo 0 < o < 27 velja neenakost

5sina — 2 .
——— > 2sina?
sin «v
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B2. Poisci vse pare kompleksnih $tevil 2z in w, ki resijo sistem enacb

w? = 63 + 164,

2z —ilz| = w.



d MF A 66. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 17. marec 2022
Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Naj bosta F; in F; gorici elipse 422 4+ 9y* = 36 in K taka tocka na tej elipsi, da je |K Fi| :
|K Fy| = 2 : 1. Izra¢unaj plos¢ino trikotnika K F} F5.
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B2. Naj bo z tako realno $tevilo, da je = +  celo stevilo. DokaZi, da je tedaj za vsako naravno
stevilo n tudi ™ + - celo Stevilo.



d MF A 66. matematiéno tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije

16. marec 2006

Resitve nalog za Naloge za 1. letnik

1. Enacbo preoblikujemo v a(a — 5b) = —24 in jo pomnoZimo z —1, da dobimo a(5b — a) = 24.
Ker sta a in 5b — a celi $tevili, je a pozitiven delitelj Stevila 24. Torej imamo naslednje moZnosti:
a=1inbb—a=24,a=2inbb—a=12,a=3inbb—a=8,a=4inbb—a =6,a = 61in
S5b—a=4,a=8inbb—a=3,a=12in5b —a = 2 ter a = 24 in 5b — a = 1. Pri vaski moZnosti
izra¢unamo 3e b in po vrsti dobimo b =5,b= £, b=, 0=2b=2b=4, b= L terb = 5.
Le v stirih primerih je b naravno Stevilo. Pari naravnih Stevil, ki zadoS¢ajo dani enacbi, so torej
a=1inb=5a=4inb=2,a=6inb=2tera=24inb = 5.

2. nadin. Iz enacbe izrazimo b = %. Ker sta a in b naravni Stevili, mora a deliti 24 in 5
deliti a* 4 24. Pozitivni delitelji Stevila 24 so0 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 in 24, toda $tevilo a? + 24 je deljivo
sble, kojeaenak,4,6 ali24. V teh primerih je b po vrsti enak 5, 2, 2 in 5. Pari naravnih $tevil,
ki zados¢ajo dani enacbi, sotoreja =1inb=5,a =4inb=2,a=6inb=2tera =24inb = 5.

Preoblikovanje enacbe v a(5b —a) =24 .. ... . 4 tocke
Ugotovitev, da je a pozitiven delitelj Stevila 24 in zapis deliteljev ...................... 4 tocke
Sistematicen pregled vseh moZnih parov (za vsak preverjen par 1 tocka)................ 8 tock
Zapis vseh parov resitev (za vsak zapisan par 1 to¢ka).....................ooiiaaL 4 tocke

2. nacin. Preoblikovanje enacbe v b = % ........................................ 4 tocke
Ugotovitev, da je a pozitiven delitelj Stevila 24 in zapis deliteljev ...................... 4 tocke
Ugotovitev, da je 5 delitelj izraza a® + 24 ......ooouiiiiiiiiiiini i 4 totke
Sklep,dajeaenak 1,4,6ali24 ... ... . o 4 tocke
Zapis vseh parov reSitev (za vsak zapisan par 1tocka)....................... ... 4 tocke

je enden od koncev vrvi, tocki £ in F' sta dotikalisci leve bale sena s tlemi in z vrvjo, tocki G in
H pa sta skrajni tocki, kjer se vrv Se dotika zgornje bale sena. Trikotnik ABC'je enakostranicen z
dolZino stranice 2r, zato je ZBAC = 60°. Stirikotnik F ACG pa je pravokotnik, zato je ZCAF =
90° in podobno je tudi ZEAB = 90°. Od tod sledi

LFAE = 360° — LEAB — ZBAC — ZCAF = 360° — 90° — 60° — 90° = 120°

in posledi¢no je ZFAD = ZDAE = 60°. Torej sta trikotnika AF'D in DEA polovici enako-
strani¢nega trikotnika, zato je |DF| = V3|FA| = v/3r. Ker je FACG pravokotnik, je |[FG| =
|AC| = 2r. Hkrati je tudi ZHCG = 120°, zato je dolzina kroZnega loka GH vrvi enaka
IGH| = 22 DolZina vrvi je torej enaka d = 2(|DF| + |FG|) + IGH| = 2V3r + 4r + .

Ugotovitev, da je trikotnik ABC' enakostrani¢en z dolZino stranice 2r .................. 2 tocki
Jasno in pregledno dopolnjena skica z vsemi potrebnimi polmeri in pravimi koti ...... 4 tocke
Izracun kota ZFAE = 120° ... i 2 tocki
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Naloge za 1. letnik

Sklep, daje ZFAD = ZDAE =60° ..o 2 tocki
Utemeljen sklep, da sta trikotnika AF'D in DE A polovici enakostrani¢nega trikotnika oz. da je
LD A = 2T e 3 tocke
[Z1raCun | DF | = V31 oot 2 tocki
Zapis |[FG| = |AC| = 21 .o 2 tocki
Izra¢un dolZine kroZnega loka \él'\{ = 2 2 tocki
Zapis izraza dolZine vrvi s polmerom 2v/3r +4r + Zr ... 1 tocka



d MF A 66. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
16. marec 2006
Resitve nalog za Naloge za 2. letnik

1. Ker sta obe strani enacbe pozitivni, lahko ena¢bo kvadriramo in dobimo
2 =2z +17=27—6V3+1=28—6V3.
Nato levo stran dopolnimo do popolnega kvadrata
(r —1)> 416 = 28 — 6v/3

in enacbo preuredimo do

(z—1)2 =12 — 6v/3.
Od tod po korenjenju dobimo = — 1 = 4+/12 — 6y/3 oziroma z = 1 + /12 — 61/3. Da bomo

reSitvi lahko zapisali v predpisani obliki, preoblikujmo izraz pod korenom v popoln kvadrat

t=1+1/9-6V3+3=1+£1/(3—V3)2=1+(3—-+3).

Resitvi sta torej x = 1+ (3 — V3)=4—+3inz =1—(3—+/3) = —2++/3. To sta tudi res resitvi,
ker je izraz pod korenom dane enacbe avtomati¢no pozitiven, saj je enak 28 — 6+/3.
2. nacin. Ker sta obe strani enacbe pozitivni, lahko enacbo kvadriramo in dobimo

2? =20+ 17 =27 - 6V3+1 =28 — 6V3.
Pigimo z = m + nv/3, kjer sta m in n celi Stevili. Ko slednje vstavimo v enacbo, dobimo
m? + 2mnV/3 + 3n? — 2m — 2nv/3 + 17 = 28 — 6/3.
Enacbo preoblikujemo do
(m? — 2m + 3n% 4+ 17) — (2n — 2mn)V/3 = 28 — 6v/3.
Ker sta m in n celi Stevili, od tod sledi

m? —2m + 3n® + 17 = 28,

2n — 2mn = 6.

Drugo enacbo preoblikujemo v n(1 —m) = 3. Ker sta m in n celi $tevili, so edine moZne resitve

n=1linm=-2,n=—-linm=4,n=3inm = 0tern = —3inm = 2. Zlahka preverimo,
da je le pri prvih dveh moZnostih izpolnjena tudi prva enacba sistema. Torej dobimo resitvi
r = —-24++3inx = 4 — /3. To sta tudi res resitvi, ker je izraz pod korenom dane enacbe

avtomati¢no pozitiven, saj je enak 28 — 61/3. Ker ima vsaka kvadratna ena¢ba najveé dve realni
resitvi, sta dobljeni dve reSitvi hkrati edini resitvi.

Kvadriranje enacbe .......... ... . 2 tocki
Preoblikovanje enacbe v (z — 1)2 + 16 =28 — 6v/3 ... ooiiiiiiiiiiiee e 3 tocke
Zapis enacbe (7 — 1) = 12 — 6v/3 ..o oot 1 to¢ka
Korenjenje enacbe in zapls r=1FVI2=06V3 ... 4 tocke

Zapis \/12 — = A (B = V) 4 tocke
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Naloge za 2. letnik

[Zradun @ = 14 (3 — v/3) oottt ettt 2 tocki
Zapis obeh reSitev . ... ... 2 tocki
Utemeljitev, da stareSitviustrezni ............. ... . ... 2 tocki.

2. nacin. Kvadriranjeenacbe ............ ... .. i 2 tocki
Zapisx = m + V4 1 tocka
Preoblikovanje enacbe v m? + 2mn/3 +3n? — 2m — 2nv/3 + 17 =28 —6v/3............ 2 tocki
Preoblikovanje enacbe v (m? — 2m + 3n% + 17) — (2n — 2mn)v/3 =28 —6/3 ........... 1 tocka
Zapis sistemadvehenacb ....... ... ... 4 tocke
Preoblikovanje druge enacbe vn(l —m) =3 ... ... ... i 2 tocki
Zapis vseh $tirih reSitev za m in n (vsak urejeni par 1tocko) ................. ... ... 4 tocke
Zapis resitev x = —2 + VBN T = 4 — V3 o 2 tocki
Utemeljitev, da sta reSitvi ustrezni ............... .. ... . 2 tocki.
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7. A a B
Naj bo P presecisce prem1c AK i LK in LM. Oznac¢imo vektorje a@ = ﬁ b= ADine= AE. Naj

-
bo ﬁ = a AK, ﬁ = BLM in GM = 7@ = —¢ kjerso o, 3,7 € R. Izraz1movektorﬁz
vektorji @, b in @na dva razlitna na¢ina. Po eni strani je

ﬁ:aﬁ(:a(ﬁ—i—ﬁ—i—]ﬁ(): ( +b+
po drugi strani pa
AP—AE+EL+ LD =+ - b+5LM (L_ﬁ+?+GM>

:5+§b+5(§b+5—70> 5a+< +§> (1= 8y)c.

3 . > -
):Zaa+ab+ac,

Hklw

Ker so vektorji EL b in c¢linearno neodvisni sledi 3a = 6 =3+ g ina = 1— Bv. Iz prvih dveh
enacb sledl a=1+3a 0z1roma 2o = 3. Torejje a = £ in zato § = 2. Iz zadnje enatbe izrazimo
Sey =1 =5 = Tore]]e G = 1C@mzato]e |CM| - |MG|—2 1.

Pregledno nar1sana inoznacena skica ............. ..ol 3 tocke
Zapis AP = a AK .................................................................... 1 tocka
Zapis ﬁ =0 LM .................................................................... 1 tocka
Zapis G = Y G e 1 tocka
Izrazen vektor AP = Sad+ QD 4 AT <o 2 tocki
Izrazen vektor AP = pa + (5 §>b (L= By C et et 4 tocke
Zapis sistemaenatb 3a =B, a=3+2ina=1— 0y ......ooiiiiiiiiiii 2 tocki
[ZFaBUN 0V = 3 ..o 2 tocki



Naloge za 2. letnik

Izralun = & 1 tocka

IZPATUN Y = 5 oottt 1 tocka
—

Zapis GM = %C@ .................................................................... 1 to¢ka

ZAPIS TAZIMETJA .« .o v vttt et ettt ettt et e ettt e 1 tocka.
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srednjeSolcev Slovenije
16. marec 2006
Resitve nalog za Naloge za 3. letnik

1. Ocitno mora biti a # 7, saj sicer ulomek na levi strani neenakosti ne bi bil dobro definiran.
Obravnavajmo dva primera.

Ceje 0 < a < m, tedajje sin o > 0. Torej &e neenakost pomoZimo s sin o, se neenacaj ohrani
in dobimo 5 sin a — 2 > 2sin? o. Neenakost preuredimo do 2 sin? @ — 5sina+2 < 0in levo stran
razstavimo (2sina — 1)(sina — 2) < 0. Ker je sina — 2 < 0, mora biti 2sina — 1 > 0 oziroma
sina > 2. Od tod sledi £ < o < 2 in vsak tak « ustrezajo tudi pogoju 0 < o < .

Ce paje ™ < a < 2m, tedaj je sina < 0. Pri mnoZenju neenakosti s sin a se neenaaj obrne,
zato po preureditvi dobimo (2sina — 1)(sinaw — 2) > 0. Kerje sina < 0,je 2sina — 1 < 0 in
sina — 2 < 0, torej je neenakost v tem primeru avtomati¢no izpolnjena.

Resitev naloge je torej o € [Z, 2Z] U (mr, 2mr).

67 6
Ugotovitev, da av 7 oo 1 tocka
Ugotovitev, ceje 0 < o < m, tedajjesina >0 ... 2 tocki
Preoblikovanje neenacbe v 5sina — 2 > 28in @ oooovii i 1 tocka
Razcep enacbe (2sina — 1)(sina —2) <O ..o 2 tocki
Ugotovitev, dajesina —2 <0 ... 2 tocki
Sklep, dajezato 2sin o — 1 2> 0 . .oouininii 1 tocka
ZaPIS SIN QU > 5 Lo 1 to¢ka
Zapis reSitve neenacbe sSa< %’r .................................................... 2 tocki
Ugotovitev, Ceje m < o < 2m, tedajjesina <0 ... 2 tocki
Preoblikovanje neenacbe v (2sinav — 1)(sinar —2) >0 ... 2 tocki
Sklep, kerjesina < 0,je2sina—1 < 0insina—2<0 ..., 2 tocki
Zapis skupne reSitve ........ ... . 2 tocki

2. Najbo z = a + bi in w = ¢ + di. Iz prve enacbe sledi
2 + 2ied — d? = 63 + 16:i.
S primerjavo realnih in imaginarnih delov dobimo sistem enacb

& — d* =63,
2cd = 16.

Iz druge enacbe izrazimo d = 2 in vstavimo v prvo enatbo, da dobimo ¢ — % = 63. Enatbo
preuredimo do ¢* — 63¢* — 64 = 0 in levo stran razstavimo (¢ + 1)(c? — 64) = 0. Od tod sledi
¢? = 64 oziroma ¢ = +8 in posleditno d = +1. Torej je w = 8 + i ali w = —8 — i. Obravnavajmo
oba primera.

Ce je w = 8 + 1, iz druge enacbe v nalogi sledi

2(a+bi) —iva? 4+ 1> =8 +i.

Zopet primerjamo realna in imaginarna dela in dobimo

20 =8
2b — Va2 + b2 =1.
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Naloge za 3. letnik

Od tod najprej izra¢unamo a = 4, nato pa slednje vstavimo v drugo enacbo, da dobimo 2b —
V16 + b? = 1. Enacbo preoblikujemo v v/16 + b> = 2b— 1 in jo kvadriramo, da dobimo 16 +? =
4b* — 4b+ 1. Enacbo sedaj uredimo 3b* — 4b — 15 = 0 in levo stran razstavimo (3b+5)(b—3) = 0.
Resitvi enacbe sta b = —32 in b = 3, od katerih pa le druga ustreza enacbi v16 +b? = 2b — 1.
Torejje b = 3in z = 4 + 3.

Ce je w = —8 — i, na enak nacin kot v prvem primeru pridemo do sistema enacb

20 = —8

2b —Va?+ b =—1.

Iz prve enacbe izracunamo a = —4, zato iz druge enacbe dobimo 2b — v/16 + 0% = —1. Po
preoblikovanju tokrat dobimo v/16 + > = 2b + 1, po kvadriranju pa 16 + b* = 4b* + 4b + 1.
Enatbo uredimo 3b? + 4b — 15 = 0 in levo stran spet razstavimo (3b — 5)(b + 3) = 0. Resitvi
enatbe sta b = 2 in b = —3, od katerih le prva ustreza enacbi v/16 + b2 = 2b 4 1. Sledi b = 2 in

z=—4+ 2
Sistemgenaéb ima torej dve resitvi, tostaw =8 +4, 2 =4+ 3Jiterw = -8 — i,z = —4 + gz

Ureditev prve enacbe do ¢ + 2icd — d? = 63+ 160 «...ooveeieiinneiiiiiini ... 1 totka
Zapis sistema enacb ¢ —d® =63,2cd =16 ..ot 2 tocki
ReSitev sistema enach ....... ... e 1 tocka
ZapisreSitvew =8 +ialiw=—8—7 ... ... .. 2 tocki
Zamenjavaw =8 +ivdrugienacbi .......... ... 1 tocka
Zapis sistema enacb 2a = 8,2b — Va2 + b2 =1 ... 2 tocki
Resitev sistemaenacb ......... ... . 2 tocki
IzloGitev reSitve b = —3 ... .. 1 tocka
Zapis1eSItve 2 = 4 4 31 ..o 1 tocka
Zamenjavaw = —8 —ivdrugienacbi ............ ... oo 1 tocka
Zapis sistema enacb 2a = —8,2b —Va? + b2 = —1 ... .. i 2 tocki
ReSitev sistema enach ......... ... 2 tocki
IzIoCitev reSitve b = —3 ... . 1 tocka
Zapis 1e8itve z = —4 + 20 ... 1 tocka
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Resitve nalog za Naloge za 4. letnik

Fy

1.

Enacbo elipse delimo s 36, da dobimo %2 + yff = 1. Dana elipsa je v sredis¢ni legi, njena
velika polos je enaka ¢ = 3, njena mala polos pa b = 2. Ker tocka K leZi na elipsi, velja
|KF| + |KF,)| = 2a = 6. Ker paje |KFy|: |KFy| = 2,sledi |KF)| =4in |KF,| = 2. Linearna
ekscentri¢nost elipse je enaka e = va? — b? = V5, zato je |F1Fy| =2e = 2¢/5. Opazimo, da velja
|KF|* + |KF|* = 20 = |F1Fy|?, torej je trikotnik K Fy F, pravokoten s pravim kotom pri K.
Njegova plos¢ina je zato enaka p = 1 - |KF| - |[KFy| =1 -4-2=4.

2. nacin. Postopamo enako kot v prvi resitvi, plos¢ino trikornika K F; F;, pa izra¢unamo po
Heronovem obrazcu p = /s(s —a1)(s — b1)(s — c1), Ker je s = 42+ in q; = | | = 2v/5,
b = |[KFy| =2, ¢, = |[KF,| = 4. Torejje s = 3 + /5 in zato je plos¢ina trikotnika enaka

p:\/(3+\/3)(3—\/5)(\/5+1)(\/5—1): 9-5(5-1) =4

Zapis sredisca, velike in male polosielipse .............. ... oo 2 toc¢ki
Pregledno narisana in oznacenaskica .............. ... o il 2 tocki
Utemeljena ugotovitev |KFy| + [KFo| =2a =106 .....cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii. 2 tocki
IzraCun |[KFi| =4in [KEFy)| =2 oo e e 1 tocka
Izraun e = /5 ali |F1Fy| = 2e = V4 R 1 tocka
Utemeljena ugotovitev trikotnik K F} I, pravokoten s pravim kotom pri K ............. 8 tock
Izracun ploSCIine ... 4 tocke.

2. nacin. Zapis sredisca, velike in male polosi elipse ............................... 2 tocki
Pregledno narisana in oznacena skica .................. ... i 2 tocki
Utemeljena ugotovitev |KFi| 4+ |[KFy)| =2a =06 ... 2 tocki
Izracun |[KFi| =4in [KFy)| =2 oo 1 tocka
Izradun e = V5 ali |F1Fo| = 26 = 20/5 oottt 1 tocka
Zapis Heronovega obrazca inizradun s =3 +v/5 ...t 4 tocke
IzraCun ploSCine ........ ..o 8 tock.

2. Trditev bomo dokazali z matemati¢no indukcijo. V bazi indukcije preverimo primera n = 1
inn = 2. Stevili

T+ = =z+=
x xr

, 1 1\?
4+ =(z+-) —2
T i

sta celi $tevili, saj je = + < po predpostavki naloge celo stevilo. V indukcijski predpostavki
predpostavimo, da za neko naravno $tevilo n > 2 velja, da je 2* + - celo $tevilo za vsa naravna

in
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Naloge za 4. letnik

Stevila & < n. V indukcijskem koraku moramo pokazati, da je tedaj tudi 2" + — celo $tevilo.

Opazimo, da velja

x”“—ki— x”—l—i x+1 — (2"t + !
rntl o rn T xn—1 )
1

Ker je n > 2, sta n in n — 1 naravni $tevili, zato so po indkukcijski predpostavki Stevila 2" + —,
a" '+ =5 in o + 1 cela Stevila. Od tod sledi, da je tudi z"*! 4+ — celo Stevilo, saj so cela

pn—1

Stevila zaprta za mnoZenje in odstevanje. S tem je indukcija zaklju¢ena in trditev dokazana.

Bazaindukcije (n =11Inn =2) ... 6 tock
Zapis indukcijske predpostavke ......... ... 2 tocki
Preoblikovanje z"*' + Lo v (2" + L) - (z+ 1) — (2" T+ ) 8 tock
Argumentiran koncni sklep indukcije ............. oo 4 tocke.



