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d MF A 67. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 16. marec 2023

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Izratunaj vrednost izraza 2z* + y* — 3y*x + 627, e sta z in y realni Stevili, za kateri velja
y—x =2
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B2. Poisti vsa cela Stevila n, za katera je tudi stevilo 2252 celo.
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Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

n+5

3 celo.

B1. Poisci vsa cela Stevila n, za katera je tudi Stevilo
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B2. Naj bo K ostrokotnemu trikotniku ABC oc¢rtana kroZnica. Nosilke visin skozi A, B in C
kroznico K zaporedoma sekajo $e v tockah A’, B’ in C'. Najbo ¢ B’A'C" = 20°, 4 C'B'A’ = 60°
in ¢ A'C' B’ = 100°. Izra¢unaj notranje kote trikotnika ABC.
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Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

11n+12

s== celo.

B1. Poisci vsa cela Stevila n, za katera je tudi Stevilo
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B2. Poisi vsa realna stevila z, ki zado$tajo neenacbi log (4 — x) > log,(z — 1).
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Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

12n2—
n_

1
5 celo.

B1. Poisci vsa cela Stevila n, za katera je tudi Stevilo
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B2. Pois¢i pogoj za realni Stevili a in b, ki je hkrati potreben in zadosten, da ima sistem enacb

202 + 20y* + ax + by + 18 = 0,
182% + 18y + ax + by +20 = 0

vsaj eno realno resitev.
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Naloge za 1. letnik (reSitve)

1. Iz pogoja y — x = 2 izrazimo y = = + 2 in vstavimo v izraz, da dobimo

A =22+ 9 — 3y’r + 62% = 22° + (v + 2)° — 3(x + 2)°x + 62°.

Z upostevanjem zvez (z + 2)? = 2 + 4z + 4 in (z + 2)* = 23 + 622 + 122 + 8 izratunamo
A =22+ (2° + 62% + 122 + 8) — (32° + 122° + 127) + 62° = 8.

Vrednost izraza je 8.

2. nacin. Izraz preoblikujemo
A =22% + 7 - 3yPr + 627 = (20° — 2y%2) + (v — y’z) + 627
= 2x(2% — y*) + y*(y — ) + 627 = 22(z + y) (v — y) + y*(y — ) + 62°.
Z upostevanjem pogoja y — x = 2 dobimo
A= —dx(x+y) + 2y + 622 = 227 — day + 2% = 2(2® — 22y + ¢*) = 2(x — y)*.

Se enkrat upostevamo pogoj in dobimo A = 2 - (—2)? = 8.

Zapis izraza A z eno neznanko (npr. upostevano y =x +2) ... 3 tocke
Zapis ali upostevanje zveze (x +2)> = 2® +4x+4 ... 3 tocke
Zapis ali upostevanje zveze (z +2)° =2 + 62> + 120 +8 ...l 4 tocke
Zapis A = 22% + (2° + 622 + 1224+ 8) — (32 + 1222 + 122) + 627 ..ot 5 tock
Izratun A = 8 . 5 tock.
2. nadin. Preoblikovanje izraza v A = (2% — 2y%z) + (y* — y?x) + 62% .. ..., 3 totke
Zapis A =2x(2? — y?) + 2 (y — o) + 627 Lo 3 totke
Zapis A =22(2® — y?) + 42 (Y — @) 4+ 627 oot 2 tocki
Zapis A =2x(z 4+ y) (@ —y) + ¥2(y — 1) + 627 oo 3 tocke
Upostevanje y — x = 2 inizratun A = —4z(z +y) +2y° + 622 ..o 3 tocke
Zapis A = 2T — 4) 2 i 3 tocke
IzraCun A = 8 .o 3 tocke.
2. Kerje9n +8 = 9(n +7) — 55, je 288 = 9 — -2 Slednje je celo tevilo natanko tedaj,

ko n + 7 deli 55. Kerje 55 = 5-11,sledin + 7 € {-55,—11, -5, —1,1,5,11,55} oziroma n €
{—62,—18,—12,—8,—6, 2, 4, 48}.

2. naéin. Stevilo n + 7 mora deliti 9n + 8, zato mora deliti tudi (9n 4 8) — 9(n +7) = —55. Torej je
n+7¢€{-55—-11,-5,-1,1,5,11,55} oziroma n € {—62, —18, —12, —8, —6, —2, 4, 48}. Preizkus
pokaZze, da vsa ta Stevila ustrezajo pogoju naloge.

Zapis P = — Do 6 tock
Ug0t0v1tev n+7 deh 3 4 tocke
RaAzcep 55 = 11 -5 ot 1 tocka
Sklep n 47 € {=55, =11, =5, =1, 1,5, 11,55} +. v ovoeoe oo 6 tock
Izracunn € {—62, —18,—12, =8, —6, —2,4, 48} ... .ot 3 tocke.
2.nadin. Zapis 9n + 8 Kot (1 + 7) — 55 .ttt 6 tock
Ugotovitevn +7deli (In+8) —9(n+7) = =55 ..ot 4 tocke
RaAzcep 55 = 11 -5 oo 1 tocka
Sklep 11+ 7 € {55, =11, =5, =1, 1,5, 11,55} oo v oo 6 tock
Izracunn € {—62, —18,—12, =8, —6, —2,4, 48} ... . it 3 tocke.
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Naloge za 2. letnik (reSitve)

1. Kerje 7n+5 = I(2n+3) — 4, lahko zapiSemo 253 = 7 — 1. Lo — 1(7 — 1), Torej mora

biti stevilo 7 — 5115 celo in sodo, kar pa velja natanko tedaj, ko 2n + 3 deli 11, saj je tedaj tevilo

5 avtomatiéno liho. Sledi 2n + 3 € {—11,-1,1,11} oziroma n € {7, -2, —1,4}.
2. naédin. Stevilo 2n + 3 mora deliti 7n + 5, zato mora deliti tudi (7n +5) — 3(2n +3) = n — 4
in posledi¢no tudi 2(n — 4) — (2n + 3) = —11. Sledi 2n + 3 € {-11,—1,1,11} oziroma n €

{—7,—2,—1,4}. Preizkus pokaZe, da vsa ta $tiri $tevila res ustrezajo pogoju naloge.

Zapis $50 = LT — ) oo 6 tock
Ugotovitev 7 — 522 celo N s0do .....o.vviuiiiiii 2 tocki
Ugotovitev 2n 4+ 3 deli 11 ... o 4 tocke
SKlep 2n 43 € {—11, =1, 1, 11} ..ottt e 5 totk
Izraun n € { =7, =2, — 1, A} oo 3 tocke.
2.nadin. Zapis Tn + 5 kot 3(2n+3) +n —4 ... 6 tock
Ugotovitev2n +3delin —4 ... 3 tocke
Ugotovitev 2n +3deli 11 ... ... oo 3 tocke
Sklep 2n +3 € {—11, =1, 1, 11} o oot 5 tock
[zradun n € {7, =2, — 1,4} oot 3 tocke.

Oznad¢imo /BAA' = oy, LZA'AC = vy, ZCBB' = 31, ZB'BA = 35, ZACC" = v, in ZC'CB =
72. Nozisc¢a visin skozi A, B in C' ozna¢imo zaporedoma z A”, B” in C”. Trikotnika A”AB in
C"CB sta podobna, saj se ujemata v pravem kotu in kotu pri B, zato je a; = 72. Po izreku o
obodnem kotu je oy = ZBB'A"in vy, = ZC'B'B. Sledi Z/BB'A" = a; = v, = ZC'B'B, torej je
premica BB’ simetrala kota ZC"B’A’ in zatoje oy = 72 = %4(]’ B'A" = 30°. Podobno pokazemo,
da je ﬂl = Qg = %ZA/C/B/ = 50° in Y1 = /82 = %ZB/AIC/ = 10°. Sledi /BAC = a1 + g = 800,
/CBA = By + Bs = 60° in ZACB = 1 + 75 = 40°.
2. na¢in. Uporabimo enake oznake kot v prvi resitvi. Po izreku o obodnem kotu je oy + 72 =
ZBB'A"+ ZC'B'B = ZC'B'A" = 60°, torej

a1 + 72 = 60°. (1)
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Naloge za 2. letnik

Podobno izpeljemo Se

Bi + az = 100°, 2)
T+ B2 = 20°. ©)

Z upostevanje, da so premice AA”, BB" in CC" pravokotne na stranice trikotnika ABC, do-
bimo

ay + B+ B2 = 90°, 4)
az + 71+ 72 = 907, (5)
Br+ 7+ 2 = 90°, (6)
B2 + aq + ay = 90°, (7)
Y1+ oy +ag =907, (8)
Yo + B1 + B2 = 90°. )

(10)

Ce seStejemo enacbi (1) in (4) ter odStejemo enacbo (9), dobimo 2a; = 60° oziroma a; = 30°.
Podobno iz (2)+(5)-(6) dobimo a, = 50°, iz (2)+(6)-(5) dobimo g; = 50°, iz (3)+(7)-(8) dobimo
B = 10°, iz (3)+(8)-(7) dobimo ~; = 10°, in iz (1)+(9)-(4) dobimo 7, = 30°. Sledi /BAC =
ag + g =80° LOBA = 1 + 2 = 60° in LZACB = 1 + 7y, = 40°.

Pregledno narisana skica z oznacenim trikotnikom ABC' in tockami A’, B'in C' ....... 3 tocke
Utemeljena ugotovitev a; = 7o ..o 4 tocke
Ugotovitev oy = ZBB'A'inyy = ZC'B'B ..o 2 toc¢ki
Sklep %AC”B’A’ = 30 e 3 tocki
Ugotovitev ) = ap = s ZA'C'B' =50°iny, = fy = 5ZBAC' =10° ... 5 tock
Izratun ZBAC = 80°, ZCUBA = 60°, ZACB = 40° ... @i 3 tocke.
2. nacin. Pregledno narisana skica z ozna¢enim trikotnikom ABC' in oglis¢i A',B' in C' 3 to¢ke
Ugotovitev ag + 7o = ZBB'A' + ZO'B'B ..o 2 tocki
[Zracun arp 4 7o = 00 ..ot e 1 tocka
Ugotovitev inizracun B; + ap = 100° .. ... i 3 tocke
Ugotovitev inizracun v, + B2 = 20° .. ..o 2 tocki
Zapisenacb oy + 81 + B2 =90%10td. ... 3 tocke
ReSevanje sistemaenacb .......... ... 3 tocke
Izratun ZBAC = 80°, ZOUBA = 60°, ZACB = 40° ... @i 3 tocke.
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Naloge za 3. letnik (reSitve)

1. Kerje 11n+12 = ¥(3n—5) + %, lahko zapi§emo 42412 = L+ 9. L — 1(11 + L), Torej
mora 3n — 5 deliti 91 = 7 - 13 in hkrati mora biti $tevilo 11 + 32 deljivo s 3. Iz prvega pogoja
sledi 3n — 5 € {-91,—-13,-7,—1,1,7,13,91}. Prve $tiri moZnosti nam ne dajo celega Stevila n,
iz zadnjih Stirih moznosti pa dobimo n € {2,4,6,32}. Pri vseh teh Stirih vrednostih je stevilo

11+ 5 € {12,18,24,102} deljivo s 3. ReSitve so torejn € 2,4, 6, 32.

2. na¢in. Stevilo 3n — 5 mora deliti 11n + 12, zato mora deliti tudi (11n + 12) — 3(3n —
5) = 2n + 27 in posledi¢no tudi 3(2n + 27) — 2(3n — 5) = 91 = 7-13. Od tod sledi 3n —
5 € {-91,-13,-7,—1,1,7,13,91}, toda le zadnje Stiri moZnosti nam dajo celo Stevilo n €
{2,4,6,32}. Preizkus pokaZze, da vsa ta Stevila zados¢ajo pogoju naloge.

Zapis L2 = L (11 4 5 ) o 6 tock
Ugotov1tev da 3n —5deli9lin3deli 11+ 322 ... 4 tocke
Sklep 3n — 5 € {—=91,—13, =7, =1, 1,7, 13,91} .. .\ouiirie i 6 tock
Ugotovitev, da za 3n — 5 € {—91, —13, -7, —1} ne dobimo celega Stevila ............... 2 tocki
IZraCun n € 2,4, 0, 32 . o 2 tocki.
2.nadin. Zapis 11n 4+ 12kot 3(3n —5) +2n 427 ..ot 6 tock
Ugotovitev 3n —5deli2n 427 ... ... 2 tocki
Ugotovitev 3n —5deli 91 ... ... 2 tocki
Sklep 3n — 5 € {—=91, =13, =7, =1, 1,7, 13,91} . .0our it 6 tock
Ugotovitev, da za 3n — 5 € {—91,—13, -7, —1} ne dobimo celega Stevila ............... 2 tocki
[zralun n € {2,4,6,32) .ot e 2 tocki.
2. Da bosta logaritma dobro definirana, mora veljati4 —z > 0inz —1 > 0, torej 1 < x < 4. Ker
je log, (4—x)= % = —log,(4 — z), je dana neenacba ekvivalentna neenacbi

logy(z — 1) +logy(4 — ) < 0.
Z upostevanjem pravila za vsoto logaritmov dobimo
log, ((z — 1)(4 — z)) <0,

torej mora biti (z—1)(4—z) < 1. Levo stran zmnoZimo in neenacbo preuredimo do z*—5z+5 >
_ 5+y25-20
2

0. Nicli kvadratne funkcije na levi strani sta x; 5 = 5%‘/5. Ker je vodilni koeficient
pozitiven, so resitve kvadratne neenacbe x € (—oo, %5) U (%5, 00). Z upostevanjem pogoja

1 < & < 4 dobimo konno resitev = € (1, 3/5) U (345 4).

Prehod Nnanovo 0SNOVO ... e 3 tocke
Zapis neenakosti logy(z — 1) +1ogy(4 — o) < 0. cooviiiiiii i 1 tocka
Preoblikovanje v log, ((z — 1)(4 = 2)) <0 ..ooiiiiiiiiiii 2 tocki
Zapispogoja (. — 1)(4 — ) <1 oo 4 tocke
Preureditev kvadratne neenacbe 22 — 52 +5 > 0 ...ouiniiiiiiii i 2 tocki
Izrac¢un nicel 715, = #5 .............................................................. 2 toc¢ki
Zapis resitve kvadratne neenacbe x € (—00, =5 U (258 ,00) .oviiiiiiii i 2 tocki
Zapis resitve neenacbe (upostevanje nenegativnosti logaritmanda) z € (1, 5_2‘/5) U (5+2‘/5, 4) . 4

tocke.
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Naloge za 4. letnik (reSitve)

1. Ce polinom 12n? — 1 delimo s polinomom n — 12, dobimo rezultat 12n + 144 in ostanek 1727.
Torej je 12n> — 1 = (12n + 144)(n — 12) + 1727 in zato 2°=L = 12 + 144 + 12T Slednje
bo celo $tevilo natanko tedaj, ko n — 12 deli 1727. Pragtevilski razcep Stevila 1727 je enak
1727 = 11 - 157, torej mora biti n — 12 € {—1727, —157, —11,—1,1,11,157,1727} oziroma n €
{—1715,—145,1,11,13,23, 169, 1739}.

2. naéin. Stevilo n — 12 mora deliti 12n? — 1, zato mora deliti tudi (12n% — 1) — 12n(n — 12) =
144n — 1 in posledi¢no tudi (144n — 1) — 144(n — 12) = 1727 = 11 - 157. Sledi n — 12 €
{—1727,—157,—11,—1,1,11,157, 1727} oziroma n € {—1715,—145,1,11,13,23,169, 1739}. Pre-
izkus pokaZe, da vsa ta Stevila usterezajo pogoju naloge.

Zapis = 120 =L = 13;‘21_1 = 12n+4 144 4+ 2T 8 tock
Ugotov1tev n—12deli 1727 ... 2 tocki
Razeep 1727 = 11 - 107 oo e 1 tocka
Ugotovitev n — 12 € {—1727, =157, —11,—1,1, 11,157, 1727} ...... ..., 6 tock
Izradun n € {—1715,—145,1,11, 13,23, 169, 1730} ... \oureeme e 3 tocke.
2. nadin. Ugotovitev n — 12moradeliti 12n? — 1 ... .ot 1 tocka
Sklep n — 12 mora deliti tudi (12n* — 1) = 12n(n —12) = 14dn — 1 ....oooviiiininn. .. 5 totk
Sklep n — 12 mora deliti tudi (144n — 1) — 144(n — 12) = 1727 ...t 4 tocke
Razeep 1727 = 11 - 107 oo e e e e 1 tocka
Ugotovitev n — 12 € {—1727, =157, =11, =1, 1, 11,157, 1727} ..oooeiriiii i, 6 totk
Izraun n € {—1715,—145,1,11, 13,23, 169, 1730} ... \ouviene e 3 tocke.

2. Od prve enatbe odstejemo drugo in dobimo 22% + 2y? — 2 = 0 oziroma z? + y* = 1, kar
predstavlja enotsko kroznico. Ce slednje upostevamo v prvi enacbi 20(z2+y?) +az+by+18 = 0,
dobimo ax + by + 38 = 0, kar predstavlja premico. Sistem bo imel realno reSitev natanko
tedaj, ko bo premica ax + by + 38 = 0 sekala kroZnico z* + y*> = 1, torej ko bo ta premica
od izhodis¢a oddaljena 1 enoto ali manj Ker je razdalja med izhodiS¢em in premico enaka
d=l= ?/ZZJ?;%' —> je iskani pogoj m < 1 oziroma va? + b? > 38 oziroma a? +b? > 382
2. nacin. Prvo ena¢bo pomnoZzimo z 18 in drugo z 20, nato pa enacbi odstejemo, da dobimo
—2az — 2bx + 182 — 20% = 0 oziroma ax + by + 38 = 0. Od tod izrazimo az = —by — 38. Ce prvo
enacbo pomnozimo z a? in upos$tevamo izpeljano zvezo za ax, dobimo

20(—by — 38)? + 20a*y* + a*(—by — 38) + a*by + 18a* = 0.
Odpravimo oklepaje
20(b*y* + 2 - 38by + 38?) + 20a’y* — a*by — 38a* + a’by + 18a* = 0
in enacbo poenostavimo do
(a® + b%)y* + 2 - 38by + (38% — a?) = 0.

Obravnavajmo dva primera. Ce je a # 0, potem ima sistem enacb realno resitev natanko tedaj,
ko ima zgornja kvadratna enac¢ba realno resitev y, saj je tedaj tudi z = ~2-* realno Stevilo.
Kvadratna enaba ima realno resitev, ¢e je njena determinanta D = 4-38%0*—4(a?+0?)(38%—a?) =
4a?(a® + b? — 38?) pozitivna. Ker je a # 0, se to zgodi takrat, ko je a> + 0% > 382. Ce paje a = 0,
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Naloge za 4. letnik

iz enacbe ax + by + 38 = 0 sledi by = —38. Obe enakosti sistema se v tem primeru poenostavita
do 2% +y*> — 1 = 0. Hkratije y = —3% in zato 2> = 1 — 3. V tem primeru ima sistem realno
reSitev natanko tedaj, ko je 1 — %2 > (0 oziroma b* > 38%. Ker pa je a = 0, je slednji pogoj prav
tako ekvivalenten pogoju a® + b* > 382

Iskani pogoj za a in b je torej a® + b* > 382 oziroma va? + b? > 38.

Odsteti enacbi in zapis enakosti 222 +2y? =2 =00z. 22 + 4> =1 ...oooiiiiiiiiain, 3 tocke
Upostevanje 22 4+ y* = 1 in zapis enakost az +by +38 =0 ..., 4 totke
Ugotovitev, da mora premica sekati enotsko kroZnico ................ ... L 3 tocke
Sklep, da mora biti razdalja med premico in izhodiS¢em ena alimanj ................. 1 tocka
Izraun d = o oo 4 totke
Zapis neenakosti vaZ + 0% > 38 ... 3 tocke
[ZralUun a2 D2 > 382 o 2 tocki.
2.nacin. Zapis enakostiar +by +38 =0 ....... .. 4 tocke
Zapis enakosti 20(—by — 38)% + 20ay* + a*(—by — 38) + a?by + 18a? =0 .......coou.. .. 2 to¢ki
Poenostavitev v (a? + b*)y? +2-38by + (382 —a?) =0 oo evviii i 4 tocke
Obravnava primera a # 0: ugotovitev, da je x realno Stevilo ........................... 1 tocka
Izracun diskriminante ............. . . 3 tocke
Zapis 1eSitve @ + b2 > 382 oo 2 tocki
Obravnava primera a = 0: izraCun by = —38 ... i 1 tocka
Tzradun 22 = 1 — 38 2 tocki
Zapis 1eSitve @ + b2 > 382 i 1 tocka.



