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IZBIRNO TEKMOVANJE 1Z MATEMATIKE
7. april 2001

NALOGE ZA PRVI LETNIK

1. Oznac¢imo z d najvecji skupni delitelj in z v najmanjsi skupni veckratnik naravnih
Stevil m in n. Dokazi: ¢e velja 3m + n = 3v + d, je Stevilo m deljivo z n.

2. Poisci vsa cela stevila z in y, ki zados¢ajo enacbi 22 + zy +y* = 1.

3. Dana je kroznica s polmerom v/2. Kroznica s polmerom 2 ima sredisce
na tej kroznici. Kolik$na je plos¢ina osencenega lika?

4. Jure je zelel pripraviti darila za devet prijateljev. Vsakemu prijatelju bo dal po dve
cokoladi. V trgovini je videl, da lesnikova cokolada stane 6 tolarjev vec¢ kot mlecna
cokolada in da vsaka stane celo Stevilo tolarjev. Sklenil je, da bo porabil 822 tolarjev
tako, da bo ¢im vec prijateljem dal po dve razlicni cokoladi. KolikSna je bila cena
mlecne cokolade?



IZBIRNO TEKMOVANJE 1Z MATEMATIKE
7. april 2001

NALOGE ZA DRUGI LETNIK

1. Poisci vsa cela stevila z in y, ki zadosc¢ajo enacbi |22 + 2xy — 3y?| = 1.

2. Naj bodo a, b, ¢ in d poljubna pozitivna realna Stevila. Ali so lahko vsi produkti
4a(1l = b), 4b(1 — ¢), 4¢(1 — d) in 4d(1 — a) vecji od 17

3. Dan je konveksni §tirikotnik, katerega diagonali se sekata pravokotno. Dokazi, da
tvorijo pravokotne projekcije presecisca diagonal na stranice danega Stirikotnika tetivni
Stirikotnik.

4. V racunu seStevanja razlicne crke predstavljajo razlicne
stevke. V vsoti (ki je zapisana z besedo NIN A) so vse tevke
lihe. Koliko je najmanjSa mozna vrednost vsote?
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IZBIRNO TEKMOVANJE 1Z MATEMATIKE
7. april 2001

NALOGE ZA TRETJI LETNIK

1. Resi enacbo (2% — 4)° + (4% — 2)3 = (4% + 27 — 6)°.

2. Poisci najmanjse tako naravno Stevilo m, da je 28m + 13 = pd in m — 71 = qd, kjer so
p,q in d naravna Stevila, ¢ # 1 in d > 3.

3. V trikotniku s koti o, 8 in 7 sta « in B ostra kota ter velja sin? o + sin® 8 = sin .
Dokazi, da je v pravi kot.

4. Miha se je preizkusal v zapisovanju raznih Stevil le s pomocjo stevke 1 in znaka za
seStevanje. Tako je npr. ugotovil, da obstajata le dve naravni tevili n (13 in 4), za
kateri velja, da lahko stevilo 13 zapisemo z uporabo n enic in znaka za sesStevanje, saj
lahko stevilo 13 zapisemo kot vsoto trinajstih enic ali pa 11+ 1+ 1, ko uporabimo Stiri
enice.

Koliko je razli¢nih naravnih stevil n, za katere velja, da z uporabo n enic in znaka za
seStevanje zapiSemo Stevilo 1257



IZBIRNO TEKMOVANJE 1Z MATEMATIKE
7. april 2001

NALOGE ZA CETRTI LETNIK

1. Poisci vsa prastevila oblike 101010...101.

2. Naj bodo ay, as, a3, a4 in a5 razlicna realna stevila. Oznacimo z m Stevilo razlicnih
stevil oblike a; + a;, kjer je 1 <7 < 7 < 5. KolikSna je najmanjSa mozna vrednost
Stevila m?

3. Naj bo ABC' pravokotni trikotnik s pravim kotom pri B. Na stranici BC' lezita taki
tocki D in E, da je $ BAD = ¢ DAFE = 4 FEAC in |[EC| = 2|BD|. Dolo¢i kote
trikotnika ABC.

4. Koliksno je najvecje mozno Stevilo presecis¢ tetiv, dolocenih z osmimi tockami na
kroznici, ¢e preseciS¢ na kroznici ne Stejemo?



Resitve nalog z izbirnega tekmovanja

Vsaka naloga je vredna 7 tock. Pri vrednotenju vsake naloge smiselno
upostevajte prilozeni tockovnik. Tekmovalec naj ne prejme vec¢ kot 3 tocke pri
posamezni nalogi, ¢e iz delne resitve ni razvidna pot do kon¢ne resitve naloge.

I/1. Ker je d > 1 najvecji skupni delitelj stevil m in n, lahko zapisemo m = m'd in n = n'd.
Ko to vstavimo v enacbo, dobimo 3m’d + n'd = 3m'n'd + d oz. (3m' — 1)(n’ — 1) = 0. Ker sta
stevili m' in n' celi, je edina resitev n’ = 1, torej n = d in n res deli m.

Razcep m = m'd in n = n'd: 2 totki. Enatba (3m' —1)(n’ —1) = 0: 3 totke. Edina
reSitev ' = 1: 1 tocka. Sklep n = d in zato n | m: 1 totka.

I/2. Enacbo pomnozimo z 2 in preoblikujemo v z? + y? + (z + y)? = 2. Ker sta stevili
x in y celi, sta tako dva ¢lena enaka 1, eden pa mora biti 0, kar nam da vse resitve (z,y) €
{(15 0)7 (_17 0)5 (15 _1)5 (07 1)5 (07 _1)7 (_17 1)}

Preoblikovana enatba 2% + y* + (v + y)? = 2: 3 totke. Sklep “dva ¢lena sta enaka 1,
tretji pa 0“: 1 tocka. Vsak par pravilnih reSitev glede na eno izmed treh mozZnosti: 1
totka. Ce tekmovalec navede vse pravilne resitve in ne dokaze, da ni drugih: 2 totki. Za
vsaj 3 pravilne reSitve: 1 tocka.

I/3. Ce sta Sy in S, sredis¢i kroznic, njuni prese¢iséi pa A in B, B
je |S19| = [S1A] = |S1B| = V2 in |S,A| = |S,B| = 2. Trikotnika '
AS5S; in S3BS; sta enakokraka in pravokotna s pravima kotoma \
pri tocki Sy, ki lezi na daljici AB. Trikotnik ASsB je pravokoten s
pravim kotom pri S,. Iskana ploscina lika je torej enaka razliki med /
polovico ploséine kroga s polmerom /2 in ploi¢ino odseka, ki ga od |
kroga s polmerom 2 odreze tetiva AB. Ploscina tega odseka pa je A

enaka razliki med cetrtino ploscine kroga s polmerom 2 in plosc¢ino pravokotnega trikotnika
AS,B. Tako je: S=1-7-(V2)? = (4 -7 22— 22) =2.

Trikotnik AS,S; (ali S2B5:) je enakokrak pravokoten: 1 totka. Trikotnik AS,B je
enakokrak pravokoten: 1 toc¢ka. Sklep “Iskana plos€ina je plos¢ina polovice kroga minus

plos¢ina odseka*: 2 tocki. Plos¢ina odseka: 2 to€ki. Izracun S = 2: 1 tocka.

I/4. Recimo, da je Jure kupil £ mle¢nih ¢okolad in da je bila cena mle¢ne ¢okolade ¢ tolarjev.
Tedaj je kc+ (18 — k) (c+6) = 822, od koder dobimo 3¢ = 119+ k. Ker bi Jure rad dal ¢im ve¢
prijateljem po dve razli¢ni ¢okoladi, moramo poiskati tako resitev, da bo k ¢im blize stevilu 9,
hkrati pa mora biti 119+ k deljivo s 3. Tako pridemo do £ = 10 in ¢ = 43. Mlecna ¢okolada je
stala 43 tolarjev.

Vpeljava dveh neznank za ceno in kolitino (le3nikovih ali mle&nih) &okolad: 1 to&ka.
Enatba kc + (18 — k)(c + 6) = 822: 2 totki. Poenostavitev 3c = 119 + k: 1 tocka. Sklep:
“IS¢emo £k, ki bo €&im blizje 9“: 2 to¢ki. ReSitev £ = 10 in ¢ = 43: 1 tocka.

I1/1. Ker je 22 + 2zy — 3y? = (v + y)? — 4y*> = (z — y)(x + 3y), moramo obravnavati Stiri
moznosti. Priz —y = 1 in x + 3y = 1 dobimo reSitev z = 1, y = 0. Priz —y = —1 in
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x + 3y = —1 dobimo resitev z = —1, y = 0. Pri x —y = 1 in x + 3y = —1 dobimo resitev
x=1/2,y = —1/2, a stevili nista celi. Pri z —y = —1 in x + 3y = 1 dobimo resitev x = —1/2,
y = 1/2, a Stevili prav tako nista celi. Enac¢ba ima torej resitviz = 1iny =0 ter x = —1 in
y=0.

Razcep: 2% + 22y — 3y* = (v — y)(z + 3y): 3 totke. Analiza vsakega izmed 4 primerov:
vsak primer 1 totka. Ce tekmovalec samo zapi¥e kak3no resitev, a ne dokaze enoli¢nosti:
po 1 to¢ko za vsako resitev.

IT1/2. S protislovjem bomo dokazali, da vsi produkti ne morejo biti veé¢ji od 1. Recimo, da
so. Potem bi veljalo 4a(1 — a)4b(1 — b)4c(1 — ¢)4d(1 — d) > 1, kar pa ni mozno, saj za vsako
realno §tevilo z velja #(1 —z) < 1. (Res: z(1 —2) < 1 <= —(z—3)?<0.)

1

Neenakost #(1 — z) < ; z dokazom ali sklicevanjem na neenakost med aritmeti¢no in

geometri¢no sredino: 3 tocke. Sklep s protislovjem: 4 tocke.

IT1/3. Privzemimo oznake s slike. Ker je XP 1 AP in XS | AS, je D R
Stirikotnik APX S tetiven. Podobno je tudi stirikotnik SX RD tetiven. N -
Zato je

[SPA+ (DRS = /[SXA+ /DXS = 1.

Enako ugotovimo, da je /QPB + (QRC = 7. Sledi ZSPQ + /SRQ = %
2r — (LSPA+ (DRS) + (LQPB + LQRC) = . A ’;;ip’ - '

Tetivnost 3tirikotnika APXS (ali ekvivalenten sklep): 2 totki. Ugotovitev /SPA +
(DRS = 7: 2 tocki. Sklep: /SPQ+ /SRQ = m: 3 totke. Pri drugatnem reSevanju, ki pa
ne pripelje do resitve: vsaka pravilna enakost s koti ali dokazana koncikli¢nost: 1 to&ka,
vendar skupaj najvet 3 tocke.

I1/4. Ker je O+ A=A, je O = 0. Zato mora biti E =9 in P+ B > 10 (P 4+ B # 10, ker
N #0). Tedaj je N =2R+1. N je lahko najmanj 3. V tem primeru je R =1in P+ B =13,
kar pomeni, da sta P oziroma B bodisi 7 oziroma 6 bodisi 8 oziroma 5 (v poljubnem vrstnem
redu). Toda I in A bi morali biti med seboj razli¢ni lihi stevki, ki jih pa nimamo ve¢ dovolj na
voljo. Izberimo zato N = 5. Tedaj je R =2 in P 4+ B = 15, kar pomeni, da sta stevki P in B
enaki 7 oziroma 8 (v poljubnem vrstnem redu). Ker is¢emo najmanjso mozno vsoto, izberemo
I =1in A = 3, pa imamo resitev 5153.

Ugotovitve O =0, £ =9, N liho: po 1 tocko vsaka od njih. OvrZena moznost N = 3:
2 tocki. Ugotovljena najmanjsa vsota 5153 pri moznosti N = 5: 2 to&ki (samo 1 tocka,
¢e ne doloti vseh neznanih dtevk v enatbi). Ce tekmovalec samo ugane resitev 5153, a
ne dokaZze minimalnosti: 2 tocki.

III/1. Pisimo a = 27 in preoblikujmo dano enac¢bo. Uporabimo formulo za razcep kubov,
pa imamo (a —4)3+ (a*—2)? = (a*+a—6)(a* —a® +a®> —6a+12). Nato je 0 = (a —4)3 + (a* —
2)3 —(a®> +a—6)* = (a®> +a—6)(—3a® + 12a* + 6a — 24) = —3(a + 3)(a — 2)(a — 4)(a®> — 2) =
—3(a+3)(a —2)(a —4)(a — v2)(a + v/2). Edine pozitivne resitve so a = 2, a = 4 in a = /2,
ki nam po vrsti dajox =1, x =2 in x = %

Zamenjava a = 2°: 1 to¢ka. Preoblikovanje na enaébo a® —3a* —12a3 +30a® +20a—48 =
0: 1 to¢ka. Razcep v obliki (a+3)(a—2)(a—4)(a—+/2)(a+/2): 2 totki. Pozitivne resitve
a=2,a=4ina=+2: 1totka. VsereSitvezr =1,z =2inz = %: 2 tocki. Ce tekmovalec
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ugane eno ali dve re&itvi: 1 totka. Ce tekmovalec ugane vse tri reditve in ne dokaze, da
ni drugih: 2 tocki.

II1/2. Iz enacbe m — 71 = qd izrazimo m in ga vstavimo v enacbo 28m + 13 = pd. Dobimo
28¢d + 2001 = pd, zato d | 2001. Ker je 2001 =1-3-23-29 in je d > 3, je d = 23. Za ¢ moramo
vzeti 2, da dobimo najmanjsi m. Tako pridemo do gd =2-23 =m — 71 in je m = 117.

Eliminiranje m iz sistema in dobljena enatba 28¢d + 2001 = pd: 2 totki. Sklep d | 2001:
1 tocka. Sklep d = 23: 1 tocka. Sklep “najmanjsi m bo pri ¢ = 2“: 2 to€ki. Sklep
m = 117: 1 totka. Ce tekmovalec tevilo m samo ugane: 2 totki.

ITI1/3. Ker je siny = sin(a+ ) = sin a cos 5 + sin 3 cos a, lahko enakost v nalogi preobliku-
jemo v sin a(sin «w — cos 3) = sin B(cos @ — sin 3). Ker pa za vsak ¢ velja cos ¢ = sin(7/2 — ¢),
lahko gornjo enakost preoblikujemo v

2sin « sin oS = —2sin (3 sin

20+28—7
2 COS

2afi,3+7r 2a+i,377r 2,Bfia+7r‘ (1)
Kerje 0 < 2a—20+m <21 in 0 < 28—2a+7 < 27, sta v gornji enachi oba faktorja s kosinusom
pozitivna. Ker je sina > 0 in sin 8 > 0, mora biti sin % = 0, saj bi sicer v gornji enacbi
imeli na eni strani pozitivno vrednost, na drugi pa negativno. Iz 2a +20 -7 =7 —2y =0

tako sledi v = 7.

Eliminacija enega izmed kotov (npr. 7): 1 totka. Preoblikovanje v enatbo (77):
3 totke. Sklep sin 22207 — (: 2 totki. Sklep v = Z: 1 totka. Ce tekmovalec ne
reSi naloge, vendar izraz nekako faktorizira: 3 totke. (Resitev se zlahka sprevrie v
brezizhodno obratanje trigonometri¢nih izrazov, zato v dobro Stejte le tiste korake, ki

enatbo poenostavijo oz. faktorizirajo. V tem primeru podelite najvet 3 totke.)

III/4. Najprej imamo vsoto 125 enic, nato enajst enic iz vsote nadomestimo s Stevilom 11

in s tem zmanjsamo $tevilo enic za devet: imamo 116 enic, od tega dve ”vezani” (v stevilu 11).
V naslednjem koraku spet enajst enic iz vsote nadomestimo z 11 in pridemo do 107 enic, od
tega §tiri "vezane”. Postopek lahko nadaljujemo, dokler imamo dovolj "nevezanih” enic. Na
vsakem koraku imamo 125 — 9k enic (od tega 2k ”"vezanih”), kjer je k = 0,1,...,11. Pri k =11
imamo 26 enic (od tega 22 ”vezanih”), zato postopka ne moremo nadaljevati.
Stevilo 125 pa lahko zapisemo e s pomodjo stevila 111. Moznosti sta dve: 111 +1+1+---+1
s 17 enicami in 111 +11+1+1+1 z 8 enicami. Imamo torej 14 razlicnih naravnih stevil n, za
katere velja, da z uporabo n enic in znaka za seStevanje zapisemo stevilo 125 (to so 8, 17, 26,
35 ... 116, 125).

Zapis Stevila 125 s 125 enicami: 1 toc¢ka. Zamenjava enajstih enic s Stevilom 11: 1
tocka. Zapisanih vseh 12 mozZnosti brez ¢lena 111: 4 totke. Zapisani obe mozZnosti s
¢lenom 111: 1 tocka.

IV /1. Takoj opazimo, da je stevilo deljivo s 101, ¢e se stevka 1 pojavi sodo mnogokrat.
1010...101 = ! _, 10%, kjer je I enak &tevilo enic minus 1. Ce je [ lih, imamo zgornji primer.
Zato vzemimo, da je [ sod. Racunajmo

XI: 102k _100it1—1 _ (ottlon)(otti4r)

= o 100-1 99 =
. (10-1)(10" +... 10+ 1)(10+ 1)(10" — - - + 1)
B 99 =
= (10'+...10 +1)(10' — - .- + 1),
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kjer je vsak faktor posebej vecji kot 1 in zato Stevilo ni prastevilo. Edino prastevilo take oblike
je torej 101.

Sklep “Ce je I liho, je vsota deljiva s 101“: 2 totki. Edino prastevilo je 101: 1 totka.
Faktorizacija (10'+...10+1)(10' —---+1), €e je | sodo: 3 totke. Sklep “oba faktorja sta
vet od 1, zato ne dobimo prastevila“: 1 tocka.

IV /2. Uredimo stevila po vrsti: a; < ay < ... < as. Potem je
a1 +ao < aptazg<a+ag <ap+az<as+as+ <ag+as < ag+ as.

Vsaj 7 stevil oblike a; + a; za i < j je med seboj razlicnih. Po drugi strani pa imamo pri a; = 1
za 1 =1,2,3,4,5 med vsotami a; + a; le 7 razlicnih. Iskano najmanjse Stevilo m je torej 7.

Predpostavka a; < as < ... < a5 2 to€ki. Ocena a; +as < a1 +a3 < a1 + a4 <
ay + a5 < as + as+ < az + a5 < a4 + a; 3 totke. Dokaz, da je za a;, = 4, i = 1,2,3,4,5,
enakost doseZena: 2 totki. Ce tekmovalec naloge ne resi v splosnem, iz primera a; = i,
1=1,2,3,4,5, pa sklepa, da je iskano Stevilo m enako 7: 2 tocki.

IV/3. Oznacimo o = /BAC. Trikotnik ABC dopolnimo €' I C
do pravokotnika ABCF', nato pa daljico BC' prezrcalimo cez
daljico AF v daljico B'C". Zaradi |EC| = 2|BD| je LEC'C =

/BAD = /3 = (CAE. Stirikotnik AECC" je tako tetiven in E

zato LACE = LAC'E = 11/2 — «. Torej je 2(n/2 — ) + /3 =

[B'C'C = 7/2. Sledi LBAC = a = 3r/10 in LACB = r/5. D
B A B

Vpeljava pravokotnikov ABCF in B'BCC": po 1 tocko vsak. Tetivnost Stirikotnika
AECC': 2 totki. Enakost 2(7/2—a)+a/3 = 7/2: 2 to€ki. Sklep o = 37/10in LACB = 7/5:
1 totka. Ce se tekmovalec naloge loti s trigonometrijo, vendar je ne resi v celoti: izpeljava
pravilne in redljive enatbe za en neznani kot: 4 toctke; te ne izpelje nobene primerne
enatbe za kote: vsaka pravilna ugotovitev: 1 tocka, vendar skupaj najvec¢ 3 tocke.

IV /4. Da bomo dobili maksimalno §tevilo presecis¢, moramo tocke
na kroznici izbrati tako, da se v vsakem preseciscu sekata natanko dve
tetivi. Izberimo eno od teh osmih tock. Ce to tocko povezemo z eno od
ostalih sedmih, je na eni strani tetive m tock, na drugi strani pa 6 —m
tock. Sledi, da je vseh presecis¢ s tetivami, ki se zacnejo v izbrani tocki
5:1+4:-24+3-34+2-4+1-5= 35. Vseh tock je 8, ker pa je vsako
presecisce doloceno s Stirimi tockami, je maksimalno Stevilo presecisc

835

enako =7> = 70. Slika na desni kaze, da lahko to Stevilo tudi zares dosezemo.

Kombinatoren razmislek: 3 totke. Ra&un: 2 tocki. Primer (ali prepricljiva utemelji-
tev), da je maksimalno Stevilo res doseZzeno: 2 tokki.




