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: 52. matemati¢no tekmovanje
d Nl[FA srednjesSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 2. april 2008

Naloge za 1. letnik

1. Poisci vsa realna stevila x, za katera velja neenakost

112 — 2| — x| — 8] < 2008.

2. Naj bo ABCD stirikotnik in K taka tocka znotraj trikotnika ABD, da
sta si trikotnika ABD in KCD podobna. Dokazi, da sta si tedaj tudi
trikotnika BC'D in AK D podobna.

3. Pois¢i najmanjsSe trimestno stevilo, za katero velja, da so vse stevke nje-
govega trikratnika sode.

4. Stranica enakostrani¢nega trikotnika ABC je dolga 4 cm. Pravokotni pro-
jekciji razpolovisca D stranice AB na stranici BC' in AC ozna¢imo z F in
F'. Izracunaj ploscino trikotnika DEF'.

5. Na drzavnem tekmovanju so dijaki resevali 4 naloge. Vsaka je bila ovre-
dnotena s celim stevilom tock, vsaj 0 in najvec 7 tock. Tekmovanja se je
udelezilo 42 dijakov. Natanko polovica tekmovalcev je dosegla vsaj 50 %
tock. Za nagrado je zadoscalo zbrati vsaj 22 tock, to pa je uspelo Sestini
tekmovalcev.

Tekmovalci, ki niso prejeli nagrade, so skupaj dosegli trikrat toliko tock,
kot so jih skupaj dosegli vsi nagrajeni tekmovalci. Dokazi, da obstaja vsaj
6 tekmovalcev, ki so posamezno dosegli vsaj 25 % tock, a manj kot 50 %
tock.

Naloge resuj samostojno. Za resevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



: 52. matemati¢no tekmovanje
d N[FA srednjesSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 2. april 2008

Naloge za 2. letnik

1. Poiséi vse celostevilske reSitve enacbe

2. Dan je enakokrak trikotnik ABC' z vrhom C. Naj bo A’ nozis¢e visine na
stranico BC. Denimo, da je |CA'| = 3|AB|. Dokazi, da je tedaj trikotnik
ABC enakostranicen.

3. Za &tevili a in b velja a® + b® = 13 in @’ + b? = —299. Koliko je ab, ¢e ves,
da je stevilo ab realno?

4. Naj bo D taka notranja tocka stranice AB ostrokotnega trikotnika ABC),
da je tudi trikotnik BC'D ostrokotni. Oznac¢imo s H visinsko tocko tri-
kotnika BC'D. Dokazi: ¢e tocke A, D, H in C' lezijo na isti kroznici, je
trikotnik ABC' enakokrak.

5. Maja na tablo zapisuje naravna stevila. Ce je na tabli zapisano stevilo n,
zapiSe na tablo Se 3n 4+ 13. Ce je na tabli zapisan popoln kvadrat, napise
tudi njegov koren.

(a) Ali lahko Maja z omenjenima operacijama dobi Stevilo 55, ¢e je na
tabli Zze zapisano Stevilo 2567

(b) Ali lahko Maja z omenjenima operacijama dobi Stevilo 256, ¢e je na
tabli ze zapisano Stevilo 557

Naloge resuj samostojno. Za resevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



: 52. matemati¢no tekmovanje
d N[FA srednjesSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 2. april 2008

Naloge za 3. letnik

1. Dokazi, da za vsako realno stevilo z & (—37”, 5) velja enakost

2

— = tan? (z—l—ﬁ) + 1.
1 —sinx 2

4
2. Poisci vsa prastevila p, za katera ima polinom
q(z) = 22° — 2p2® + (1 —p)xv +p
vsaj eno racionalno niclo.

3. Poisci vsa pozitivna realna Stevila x in y, za katera velja
" =y in 2y =1.

4. Naj bo ABC'D tak konveksen stirikotnik, da je trikotnik BC'D ostrokoten
in velja |[AB| = |AD|. Presecisce simetrale kota ZCAD s stranico C'D
oznac¢imo s K, presecisce simetrale kota Z/BAC s stranico BC pa z L.
Naj bosta K’ in L' pravokotni projekciji tock K in L na stranici BC' in
CD. Dokazi, da tocke B, D, L' in K’ lezijo na isti kroznici.

5. Danih je n naravnih stevil a;, as, ..., a,. Za neko naravno stevilo k,
k < n, velja: ¢e izmed danih n naravnih stevil kakorkoli izberemo k Stevil,
je vsota izbranih stevil deljiva z n. Dokazi, da je tudi vsota a1 +as+. . .+a,
deljiva z n.

Naloge resuj samostojno. Za resevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



: 52. matemati¢no tekmovanje
d N[FA srednjesSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 2. april 2008

Naloge za 4. letnik

1. Za realni tevili a in b velja -3¢ — b — 1 Koliksno vrednost lahko
o a+2b 2a+b
a—2b 9
zavzame ="

2. Naj bo D razpolovisce stranice AB, T pa tezisce trikotnika ABC'. Izracunaj
dolzine njegovih stranic, ¢e velja |AD| =3, |DT| =5 in |TA| = 4.

3. Naj bon = (p? — 1)(p? — 4) + 9. Koliko je najmanjsa mozna vsota stevk
Stevila n, Ce je p prastevilo? Za katera prastevila p je ta vsota dosezena?

4. Poisci vse funkcije f: R — R, za katere velja

z+ flaf(y) = fy) +uf(x)

za poljubni realni stevili x in y.

5. Ce na vsaki mejni ploskvi kocke nariemo eno izmed dveh diagonal te
ploskve, ugotovimo, da se nekatere narisane diagonale stikajo — izhajajo
iz skupnega oglisca. Stevilo parov stikajocih se diagonal oznaéimo z N,
pri cemer lahko posamezna diagonala nastopa tudi v ve¢ parih. Doloci
najvecjo in najmanjso mozno vrednost stevila N.

Naloge resuj samostojno. Za resevanje imas na voljo 150 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.

(© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



: 52. matemati¢no tekmovanje
d Nl[FA srednjesSolcev Slovenije

Izbirno tekmovanje, 2. april 2008

Resitve nalog

Vsaka naloga je vredna 7 tock. Vse matematicno in logi¢no korektne resitve so enakovredne.
Pri vrednotenju vsake naloge smiselno upostevajte prilozeni tockovnik. Tekmovalec naj ne
prejme vec kot 3 tocke pri posamezni nalogi, ¢e iz delne reSitve ni razvidna pot do konc¢ne
resitve naloge.

I/1. Najprej loéimo dve moznosti glede na vrednost izraza 2 — 2. Ce je z > 2, je
|2 — 2| = —(2 — z) in lahko neenakost preoblikujemo v ||z — 2 — x| — 8| < 2008, kar je
enakovredno 6 < 2008. Torej vsa Stevila x, ki so veCja ali enaka 2, zados¢ajo neenakosti.

Naj bo se x < 2. Tedaj dobimo

112 — 22| — 8] < 2008.

Lo¢imo dva primera glede na predznak izraza 2 — 2z. Ce je > 1, je |2 — 22| = —(2 — 22)
in dobimo |2z — 10| < 2008. O¢itno za 1 < z < 2 ta neenakost drzi.

Ogledati si moramo Se primer, ko je z < 1. Tedaj dobimo | — 2z 4+ 2 — 8| < 2008 oziroma
|2z + 6] < 2008. Dobljena neenakost je enakovredna

—2008 < 2z + 6 < 2008.

Ker je x < 1, sledi 22 + 6 < 2+ 6 = 8, zato desna ocena velja. Iz pogoja na levi strani pa
sledi —2014 < 2x oziroma —1007 < z. V tem primeru neenakosti zadoscajo Stevila x, za
katera velja —1007 < z < 1.

Ce zdruzimo dobljene rezultate, sledi, da neenakost velja za vse z > —1007.

Obravnavanje moznosti > 2 inz <2 (aliz>2inz<2aliz>2inx<2)..1 totka

Sklep, da neenakost drzipri x > 2 (alix >2)....ooviiii i 1 totka
Sklep, da neenakost veljaza 1l <z <2 (alil<z<2ali1<z<2)........... 2 tocki
Sklep, da je neenakost izpolnjena za —1007 <z <1 (ali —1007 <z <1)....... 2 tocki
Sklep, da ustrezajo vsa Stevila > —1007. ... cciiiiiiiii ittt aa s 1 tocka

I/2. Ker stasi trikotnika ABD in KC'D podobna, velja ZADB = D c
/ZKDC in % = %. Izracunamo lahko, da je

LADK = ZADB — /BDK = Z/KDC — ZBDK = ZBDC,

od koder zaradi % = % sledi, da sta si tudi ADK in DBC'  { K 'S
podobna, saj se ujemata v kotu in razmerju prileznih stranic. A B
Ugotovitev LADB = ZEK DC .. iee s taesiaa s aassaasnanannns 1 tocka
Zapis razmerja % = % ali ekvivalentnega ............. .. ... i i, 2 tocki
IzZra€un LADK = ZBDC ... e et tae e 2 tocki
Sklep, da sta si trikotnika ADK in BDC podobna .......................... 2 tocki

(© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



I/3. 1. naéin Oznacimo trimestno stevilo z abc. Trikratnik tega Stevila je enak
3+ abc = (3a) - 100 + (3b) - 10 + 3c.

Najmanjse mozno §tevilo na mestu stotic je a = 1. Da bo v tem primeru Stevka na mestu

stotic v 3 - abc soda, mora biti 3b- 10 + 3¢ > 100, od koder sledi 10b + ¢ > % =33+ %

Najmanjse stevilo, ki tej neenakosti zadosca je 34, torej je iskano Stevilo 134, njegov trikratnik
pa 402.

Ugotovitev oziroma poskus @ = 1......oiiiiiiii ittt ittt i enn s 2 tocki
Ocena, da mora biti 3- (10b+¢) > 100 ali podobna ....................cue.. 2 tocki
Ugotovitev, da je najmanj$a moZnost pri bc =34 .....ouevirninennnnnennnnn.. 2 tocki
ReSIteV Je 134 oottt i e e e e 1 tocka

2. nacin Oglejmo si kaksno je lahko stevilo, sestavljeno iz samih sodih stevk, ki je
trikratnik naravnega Stevila. Ker je Stevilo trimestno, je trikratnik vsaj 300. Ker pa ima
trikratnik le sode Stevke, je stevka na mestu stotic vsaj 4. Najmanjse trimestno stevilo, ki

je vsaj 400 in je deljivo s 3, je 402. Vse stevke so sode, zato je % = 134 iskano trimestno

Stevilo.

Ugotovitev, da je trikratnik vsaj 300 .......cuiiiiiiiiiii i ia e ienraenennnns 2 tocki

Ugotovitev, da je potem Stevka stotic trikratnika vsaj 4 ..................... 2 tocki

Sklep, da je zaradi deljivosti s 3 trikratnik vsaj 402 .............coiiiint, 2 tocki

ReSIteV Je 134 .ot i i e 1 tocka
I/4.

1. nacin Ocitno je |DA| = |DB| = \A_zﬂ = 2. Trikotnik DBE o

ima kote enake 60°, 90° in 30°, torej je enak polovici enako-
strani¢nega trikotnika, zato je |BE| = IBDI — 1. Podobno velja
za trikotnik ADF', torej je skladen trikotniku BDFE. Dolzina
stranice DE oziroma DF je enaka @ - |BD| = /3. Plos¢ina

posameznega trikotnika je tako enaka @ a E
Trikotnik FC'F ima stranici dolzine |CF| = |CA| — |AF| =3

in |[CE| = |CB|— |EB| = 3, torej je enakokrak trikotnik s ko- /O\/O\

tom 60° pri vrhu, tj. enakostranicen. Plosc¢ina tega trikotnika ¢ v ®
je tako enaka L;/g. A D B
Ploscino trikotnika D E'F torej lahko izracunamo tako, da ploscini trikotnika A BC' odstejemo
ploséine trikotnikov DBE, ADF in ECF. Dobimo, da je iskana plos¢ina enaka

2V3 V3 VB $V3B 33
-3

4 2 2 4
Ugotovitev [AD| =2 ali [BD| =2 ..uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiiannninnnnnns 1 toctka
Sklep |BE| =1 ali |AF | = L.t 1 tocka
Izratun, da je |DE| = V3 ali [DF| = V3 couuiiiiiiii i iiieiaeieiaanns 1 totka
Izracun plos€in trikotnikov DBE in ADF ...t e et iaiannnns 1 tocka
Ugotovitev, da je CEF' enakostrani€ni trikotnik ............................ 1 tocka
Izra€un plos€ine trikotnika CEF ... .o i et ia e 1 tocka
IzraCun plos€ine trikotnika DEF ... o i e 1 tocka



2. nacin Ocitno je |DA| = |DB| = \A_2m = 2. Trikotnika AF'D C
in BED imata kote enake 60°, 90° in 30° ter se ujemata v
dolzini hipotenuze, zato sta skladna. To pomeni |DE| = |DF|,
torej je trikotnik DEF' enakokrak. Oznacimo z G presecisce
daljic CD in EF. Ker je ZFDG = ZGDE = 60°, je DG
visina trikotnika DEF'. Zato sta tudi trikotnika DGE in DGF

skladna in imata kote enake 60°, 90° in 30°. F G E
Trikotniki ADC, AFD in DGF so si torej podobni. Iz podob-
nosti ADC'in AF D sledi ||ﬁ107|‘ fﬁg‘ od koder sledi |[AF|=1. ¢ >
Prav tako velja I‘ggl\ J?g‘ od koder dobimo |FD| = /3. b B
Podobnost trikotnikov ADC’ in DGF pa nam da ‘ﬁa‘ }ggi torej je |DG| = %2, Podobno
iz % kgg: sledi |GF| =
Ploscina trikotnika DEF je enaka vsoti ploscin trikotnikov F'GD in DGFE, torej je enaka
DG - |FG| = ?’f
Ugotovitev [AD| =2 ali [BD| =2 ..uuuiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniinnnnnnnnnnnnns 1 toctka
Izra€un |BE| =1 ali [AF| = 1. 1 tocka
Izradun, da je |DE| = V3 ali [DF| = V3 couuiiiiii i iiiiieieeieiaaanns 1 totka
Ugotovitev, da je daljica C'D pravokotna na daljico FF' ..................... 1 tocka
Izralun |DG| = ? ........................................................ 1 tocka
lzradun [FG| = 3. 1 totka
IzraCun plos€ine trikotnika DEF ... o i e 1 tocka
3. nacin Ocitno je |DA| = |DB| = ‘A—ﬂ = 2. Trikotnika AF'D C
in BED imata kote enake 60°, 90° in 30° ter se ujemata v
dolzini hipotenuze, zato sta skladna. Torej je |[DE| = |DF| =
V3. Oznaéimo z G razpolovisce daljice EF. Ker je EF || AB,
sta trikotnika F'GD in EGD skladna pravokotna in Z/DFG =
ZDEG = 30°. Torej je I a B
1v3" V3 _3V3
PpEF = 2pprc = 2- 51 1 ‘ .
A D B

Ugotovitev [AD| =2 ali [BD| =2 ..uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiiannnnnnnnnns 1 tocka
Izra€un |BE| =1 ali [AF| = 1. e 1 totka
Izra€un, da je |DE| =3 ali [DF| =3 ettt i ciaeeaenns 1 totka
Ugotovitev, da je daljica C'D pravokotna na daljico FF ..................... 1 tocka
Izratun |DG| = @ ........................................................ 1 tocka
lzratun [FG| = 3. 1 totka
Izra€un ploscine trikotnika DEF ... . i i i ittt et eaaaeaann 1 tocka



I/5. Nagrade je prejela Sestina tekmovalcev, torej 7. V zgornjo polovico se je uvrstilo 21
tekmovalcev, zato jih je 21 — 7 = 14 doseglo med 14 in 21 tock.

Vsak nagrajeni tekmovalec je dosegel vsaj 22 tock, zato so vsi nagrajeni skupaj dosegli
vsaj 22 - 7 = 154 tock.

Naj x oznacuje Stevilo tekmovalcev, ki so prejeli vsaj 25 % in manj kot 50 % tock, to je
vsaj 7 in najvec 13 tock. Potem je Stevilo tekmovalcev, ki so dosegli najve¢ 6 tock, enako
42 =21 —x =21 —x.

[zracunajmo Se, koliko tock so dosegli nenagrajeni tekmovalci. Tisti z najve¢ 6 tockami
so vsi skupaj dosegli najvec¢ 6 - (21 — x) tock. Tisti, ki so prejeli vsaj 7 in najve¢ 13 tock,
so skupaj dosegli najvec 13x tock. Upostevati moramo Se nenagrajene tekmovalce v zgornji
polovici, ki jih je 14, vsak izmed njih pa je prejel najvec 21 tock, torej so prejeli najvec
21 - 14 = 294.

Nenagrajeni tekmovalci skupaj so tako skupaj prejeli najvec 6 - (21 — ) + 13z 4+ 294 =
420 + Tx tock. Po drugi strani pa vemo, da so prejeli trikrat toliko tock kot nagrajeni
tekmovalci, to pomeni vsaj 3 - 154 = 462 tock. Od tod sledi

462 < 420 + Tz,

kar je enakovredno pogoju 7x > 42 oziroma z > 6. To pa ravno pomeni, da obstaja vsaj 6
tekmovalcev, ki so posamezno dosegli vsaj 25 % tock, a manj kot 50 % tock.

Ocena, da so nagrajeni tekmovalci dosegli vsaj 154 to¢k..................... 1 tocka
Sklep, da so potem nenagrajeni tekmovalci dosegli vsaj 3 - 154 = 462 totk .... 1 tocka
Ugotovitev, da je 14 tekmovalcev doseglo med 14 in 21 to¢k ................ 1 tocka
Uvedba oznake = za Stevilo tistih z vsaj 7 in najvec¢ 13 to¢kami ter ugotovitev, da je
potem 21 — z takih, ki so dosegli najvet 6 totk (ali podobno)................ 1 tocka
Ocena, da so nenagrajeni tekmovalci dosegli najve¢ 420 + 7z to€k ........... 1 tocka
Zapis neenakosti 426 < 420 4 T& «vv v n et e ittt e it e e e 1 tocka
Odgovor, da je vsaj 6 tekmovalcev z vsaj 25 % a manj kot 50 % tock ....... 1 tocka

I1/1. Ce je (z,y) par Stevil, ki redi enacbo, potem enacbo resi tudi (—z,y). Zato je
dovolj opazovati le tista Stevila x, ki so nenegativna. Pomnozimo enacbo z 2y, da dobimo
2%y + 10 = 14y, od koder lahko izrazimo

10

T a2

Od tod sledi, da mora biti 14 — 2% delitelj stevila 10, zato je —10 < 14 — 22 < 10 oziroma
—24 < —2% < —4, torej mora biti 24 > 22 > 4. Ker smo privzeli, da je x > 0, dobimo
5 > x > 2. Izracunamo lahko, da pri x = 2 dobimo y = 1, pri x = 3 dobimo y = 2 in
pri x = 4 sledi y = —5. Torej so vse celostevilske resitve enacbe pari (2,1), (3,2), (4, =5),
(—2,1), (-3,2) in (—4, —5).

Y

Zapis (22 — 1)y =—10ali y = s oot 1 tocka
Ugotovitev, da je Stevilo 22 — 14 ali $tevilo y delitelj 10...................... 1 tocka
Ocena 4 < 22 < 24 ali zapis moznosti za delitelje ........................... 2 tocki
(Za obravnavanje samo pozitivnih deliteljev Stevila 10 dodelite 1 to¢ko)

Zapis reSitev. . ...t po 1 tocka za vsaki dve reSitvi

(Za 1 zapisano resitev torej dodelite 0 tock, za 2 ali 3 resitve 1 tocko, za 4 ali 5 reSitev
2 tocki in za vse reitve 3 totke)



I1/2.

1. nacin Naj bo C’ nozisce visine iz C. Ker je trikotnik C
ABC enakokrak z vthom C, je |AC'| = |C'B| = 1|AB| =
|CA|.
Trikotnika ABA’ in CBC’ sta pravokotna in velja .
/ABA" = ZCBC', zato sta si podobna. Tako velja A
”gf," = ”gg,“. Ce ozna¢imo s ¢ dolzino stranice |AB| in
z x = |BA’|, lahko dobljeno enakost prepisemo v obliko

£:%+x7 A Cl B

C
x 2

oziroma v kvadratno enacbo 2z*+cx—z* = 0. Slednjo lahko razstavimo kot (2z—c)(z+c) = 0
in, ker sta x in ¢ pozitivni, sledi x = 3.

Dolzina stranice BC' je tako enaka c, torej je |AC| = |BC| = |AB| = ¢, zato je trikotnik
ABC enakostranicen.

Ugototovitev, da sta trikotnika ABA’ in CBC' podobna ..................... 2 tocki
Zapis podobnosti gﬁ" = % ............................................. 1 tocka
Preoblikovanje podobnosti v enaébo (2 — ¢)(x + ¢) = 0 (ali ekvivalentno)..... 2 tokki
Sklep, da je x = 5 (ali ekvivalenten) .............. ... ... ol 1 tocka
Sklep, da je potem trikotnik ABC' enakostrani€en ...................couun... 1 tocka

2. na(:in Ozna¢imo dolZino stranice AC' z a, dolzino stranice AB pa s c¢. Potem je

|CA'| = $ in |[A'B| = a—§. Visino AA" lahko potem izracunamo na dva nacina, saj je kateta
v pravokotmh trlkotnlklh ACA’ in ABA’ Ce je |AA’ | = v, potem iz Pitagorovega izreka v
prvem trikotniku dobimo v* = a® — <, v drugem pa v* = ¢* — (a — §)?, torej velja
2
2 € 2 2 ¢
a”——=c —a" +ac— —
4 4

oziroma 2a*—ac—c* = 0. Dobljeno kvadratno enacbo lahko razcepimo kot (2a+c)(a—c) = 0,
od koder sledi, da je a = ¢, saj pogoj 2a+c = 0 ne more biti izpolnjen, ker sta a in ¢ pozitivni

stevili. Ker pa je |BC| = |AC| = a = ¢, so vse tri stranice enako dolge, torej je trikotnik
enakostranicen.

Zapis Pitagorovega izreka v trikotniku ABA" . ... . i i 1 tocka
Zapis Pitagorovega izreka v trikotniku ACA" ... .. .. . i i 1 tocka
Zapis ene enatbe, v kateri nastopajo le dolZine stranic, ne pa tudi dolzine vi$in, na
primer a® — % =c?—a’+ac— % ........................................... 1 tocka
Preoblikovanje v enatbo (2a + ¢)(a — ¢) = 0 (ali ekvivalentno) ................ 2 tokki
Sklep, da je a = c (ali ekvivalenten) ........... ..o 1 tocka
Sklep, da je potem trikotnik ABC' enakostrani¢en .......................... 1 tocka

3. nacin Naj bo C’ nozisce visine iz C. Ker je trikotnik ABC' enakokrak z vrhom C, je
|AC'| = |C'"B| = %|AB| =|CA.
Naj H oznacuje visinsko tocko in naj bo v kot pri C. Potem je LZACC' = ZC'CB = 1

bt



Velja se ZAHC =7 — /HAC — ZHCA' =
sledi, da je

— 3, zato je tudi ZAHC" = 5 — 3. Od tod

s s
2 2

JO'AH =7 — /AC'H — JAHC' = %

Trikotnika AHC" in CH A’ se ujemata v kotih in dolzini katete pri kotu 3, zato sta skladna.
Torej je |[CH| = |AH|, zato je trikotnik AHC enakokrak, torej velja ZHAC = ZACH = 3.
Dobili smo /BAC = ZC'"AH + ZHAC =+, torej so vsi trije notranji koti trikotnika enaki
v, od koder sledi, da je trikotnik enakostranicen.

Izratun, da je ZC'AH = ZHCA ..t iiaaaaanens 1 tocka
Ugototovitev, da sta trikotnika AHC' in CHA  skladna ..................... 2 tocki
SKlep |AH| = |CH| vttt ittt ittt eas 1 tocka
Sklep, da je trikotnik AHC enakokrak. ...........ciiiiiiiiiiinrinrnnnnnnnnn 1 tocka
1Zra€un LZBAC = ZAC B .« e ettt ettt a e e 1 tocka
Sklep, da je potem trikotnik ABC enakostrani€en ................ccceuennn. 1 tocka

II/3. 1. nacin Ker je a® +b° = (a® + %) (a® — a30® +19), je af — a®b® +0° = —22 = —23.
Upostevamo $e, da je a®+2a30® +1° = (a®+b%)? = 132 = 169. Enakosti odstejemo in dobimo

3a3b® = 192, od koder sledi ab = 4, saj je ab realno stevilo.

Razcep a® + 0% = (a® +03)(a% — a®0® +05) e 2 tocki
Sklep a® — a3b® + 10 = — 23 1. e e e 1 tocka
Zapis (a® +0%)2 = a® + 263D + B0 oo 2 tokki
Sklep 3a®b® = 192 (ali ekvivalenten) ............coiiiiiiiiiriiiiianenn. 1 tocka
OdgOVOr b = 4 .ottt e e i e 1 tocka

2. nacin Velja 13° = (a®+b%)? = a” +-3a°0° +-3a°b° +-07 = —2994-3a°b" 4 3a°1°, od koder
sledi 832 = a®0? + a®b°. Ce izraz na desni razcepimo, dobimo 832 = a3b3(a® + b%) = a3b% - 13,
od koder sledi a®b® = 832 = 64, torej je ab = 4, saj je ab realno stevilo.

13
Zapis (a® +0%)3 = a” +3a%0> + 3a30° + 07 ..o 2 tokki
Izragun 832 = a®b® + a®1° (ali ekvivalenten) ............ .. ..., 1 totka
Razcep a5b® + 08 = a®0?(a® + 1°) (ali ekvivalenten).......................... 2 tokki
SKIEP G307 = B4 o i i ettt et e 1 tocka
OdgOVOr 1D = 4 .ottt e e e 1 tocka

II/4. Oznacimo LBAC = «. Ker so toctke A, D, H in C
konciklicne, je ZDHC =7 — ZBAC =1 — a.
Oznac¢imo z E noziscée visine iz tocke C' na stranico BD. Velja
/ZDHE = m— Z/DHC = «, zato je ZHDB = § — «a. Od
tod nazadnje zaradi pravokotnosti premice DH na stranico BC'
sledi, da je ZCBA = § — ZBDH = «, torej je trikotnik ABC
res enakokrak.

A E
Ugotovitev /DHC =7 — Z/BAC ali ZDHE = ZBAC .....iuiiiiiiiiiinnnnnn.
Izratun ZHDB = 7 —a (0z. enakovreden) ................ ...l




UgOtoVIteY LD BC = (v i ittt et it e e e et et ia s na s aa s 2 tocki
Sklep, da je trikotnik ABC enakokrak.............ciiiiiiiiiiiiiiiiiiia 1 tocka

I1/5. Ce je na tabli zapisano stevilo 256, Maja lahko dobi stevilo 55 in sicer tako, da 256
najprej koreni, da dobi 16. Iz 16 potem lahko dobi 3-16 4+ 13 = 61, iz tega Stevila pa naprej
e 3-614 13 = 196. Stevilo 196 lahko koreni, da dobi 14, nato pa iz njega 3 - 14 + 13 = 55.
(Opomba: mozno je, da obstaja ve¢ nac¢inov kako lahko iz stevila 256 dobi stevilo 55, vendar
je ta nacin edini, ki potrebuje manj kot 100 korakov).

Pokazimo, da iz stevila 55 ne more dobiti stevila 256. Oglejmo si ostanke pri deljenju s
4. Ce je stevilo sodo, je oblike 2k, kvadrat tega stevila je potem oblike 4k2. Ce pa je tevilo
liho, je oblike 2k + 1, zato je kvadrat tega Stevila enak 4k? + 4k + 1, torej da pri deljenju s
4 ostanek 1. Torej, stevilo je popoln kvadrat le, ¢e da pri deljenju s 4 ostanek 0 ali 1, zato
bomo lahko korenili le taka Stevila.

Stevilo 55 da pri deljenju s 4 ostanek 3. Ce na stevilu oblike 4k + 3 uporabimo pravilo
n +— 3n+13, dobimo 12k +9+13 = 4(3k+5)+2, torej stevilo, ki da ostanek 2. Ce pa pravilo
uporabimo na §tevilu oblike 4k + 2, dobimo 12k + 6 + 13 = 4(3k +4) + 3, torej Stevilo, ki da
ostanek 3 pri deljenju s 4. To pomeni, da bomo iz Stevila 55 po enem koraku dobili Stevilo,
ki da pri deljenju s 4 ostanek 2, nato stevilo z ostankom 3, nato spet stevilo z ostankom 2
in tako naprej. Ker pa je stevilo 256 deljivo s 4, ga Maja na ta nacin ne bo dosegla.

Zapis kako lahko Maja iz Stevila 256 dobi Stevilo 55 .................cooiitt. 2 tocki

Opazovanje deljivosti s poljubnim Stevilom pri uporabi pravil ................ 1 tocka

Ugotovitev, da imajo popolni kvadrati pri deljenju s 4 ostanek O ali 1........ 1 tocka

Ugotovitev, da iz Stevila 55 lahko dobimo le Stevila, ki imajo pri deljenju s 4 ostanke 2

L 2 tocki

Sklep, da Maja v drugem primeru ne more zapisati Stevila 256 .............. 1 tocka
I11/1.

1. nacin S pomocjo adicijskega izreka za tangens lahko zapisemo

o (T T tan%%—tan% 2
tan (——l——):( = )
2 4 l—tanitang

Ce upostevamo, da je tan 7 = 1 in zapiSemo tan 5 s sinusi in kosinusi, naprej sledi

T

sin £ 2
9 (T ™ v:os%—i_1 COS%—FSiHE 2
2 4 1— 33 cos § —sin g

COs )

Po kvadriranju dobimo

T 2

2 x N .
tan? <g+%) _cos” 5+ 2cos §sing +sin

cos? 5 —2cosgsing + sin?

N8N8

in od tod z upostevanjem zvez cos® % + sin? 5 = 1lin 2cos §sin§ = sinx sledi
r 1+sinx 2
tan? (— + —) = - = - — 1.
2 4 1—sinx 1—sinz
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Torej enakost res drzi.

Uporaba adicijskega izreka za tangens ...ttt iiiiiiena 1 tocka
Upostevanje tan T = 1....iuiiiiiiii ittt e et a e e sasaseasasnrarnnns 1 tocka
) 4
ZaPiS S SIN M COS + v tvtetae e te e ee e sas e aeeaeasasasnasnaeeeeeensnsnenesnsas 1 tocka
. . . 2Z.9 Z gin € 4sin2 .
Zapis kvadriranega izraza — 2 "2 TR o e, 1 totka
cos §—2 cos 5 sin Z+sin” Z
Upostevanje zveze cos? Z 4 SinZ Z = 1 .uuuiieetiiiiieiiieranneerannees 1 totka
2 2
UpoStevanje 2cos $SIN 5 = SINT «uutinnen i aaeaanens 1 tocka
ZaKlUCEK . . oo et e e a e 1 tocka

2. nacin Ce zapisemo tangens s sinusom in kosinusom, dobimo

o (£ 4 7) = (22D
2 4 cos(5 + %)

Z upostevanjem adiciskih izrekov za sinus in kosinus, naprej sledi

in & T T gin T\ 9
tan? <E+E) _ <r51112(:os4 +c08281n4>
T s o LTt T ‘
2 4 cos 5 cos § — sin 7 sin 7
Vemo, da je sin%z@in cos%z@,torej je izraz enak
r m V26inZ 4 Y2 o522
pan2 (21 T) = (2 2 2 2
2 4 V2 T N2ox)
5 COS 5 5 sin §

Po kvadriranju dobimo

. 2<:c+7r) cos? £ 4+ 2cos Lsin £ + sin” £
an” (= 4+ — ) = ; ;
2 4 Cos2§—2cos§sm§+sm2§
od koder z upostevanjem cos? 5+ sin? 5 =11in 2cos §sin§ = sinx sledi
r 1+sinz 2
2
o (L Ty pmr 2
2 4 1l—sinx 1—sinzx
Torej enakost res drzi.
ZaPis S SIN TN COS « i vttt it et et et ie s aa et ea s aaaasassasnasaneasaasnnnnnns 1 toc¢ka
Uporaba adicijskih izrekov za sinus in kosinus. ...............coiiiinennt. 1 tocka
UpoStevanje sin T = Y2 in cos T = Y2 | 1. tiuntie et e ieeieeaeaeneeens 1 tocka
) 1= 2 1= 2
. . . cos? £42cos Z sin £ +sin? £
2 2 2 2 ~
Zapis kvadriranega izraza _ E Scos feimEsmTL tttrrrrrrriissrieaesiiaa 1 tocka
UpoStevanje zveze cos? £ 4 8in” L = 1. ..uuiiiniiiiiin i eiiiaeeennnn, 1 tocka
UpoStevanje 2cos 8IS = SINT tuvernnnrnnni i aaii e raa e 1 tocka
ZaklJuCek . ... e 1 tocka

IT1/2. Ceje p =2, je q(z) = 22° — 42> — 2 + 2 = (z — 2)(22% — 1) in ima racionalno niclo
x = 2. Naj bo zdaj p liho prastevilo. Edini kandidati za racionalne nicle so £1, +p, j:% in
+£. Izracunajmo vse moznosti.



Velja ¢(1) = 3 — 2p in ker je 3 — 2p liho, je ¢(1) # 0. Jasno je ¢(—1) = =3 # 0.
Tudi izraz q(—p) = —p® + 2p = p(2 — p) je razlicen od 0, saj je p # 2. Podobno je
q(p) = —4p* +p* = p?(1 —4p) # 0in q(3) = 2 # 0. Preverimo lahko tudi ¢(—3) =p—3 # 0
ter ¢(%) = _pd%m. Ker je p lih, je stevec zadnjega izraza lih, zato izraz ne more biti enak
0. Ostane $e q¢(—%) = #M’. Spet izraz ne more biti enak 0, saj je Stevec lih.

Za liha prastevila torej polinom ¢ nima racionalnih nicel, kar pomeni, da je edino ustrezno
prastevilo p = 2.

Ugotovitev, da so racionalne ni¢le polinoma lahko le +1, £p, i% in 8 ...... 1 tocka
Utemeljitev, da Stevili 1in —1nistani€li............... .o, 1 tocka
Utemeljitev, da Stevili £ in —L nista ni€li......................cooo 1 tocka
Utemeljitev, da Stevili pin —pnistani€liprip#2..... ... . i, 1 tocka
Utemeljitev, da Stevili £ in —% nista nicli pri lihih p ....................00.L 1 tocka
Pri p =2 je z = 2 racionalna ni€¢la polinoma ................. ... ... ...t 1 tocka
Sklep, da je edino tako prastevilo p =2 ... ... il e 1 tocka

I11/3. 1z druge enacbe sledi y = 72, torej imamo

-2 _ o
P T 2(x—x 2).

Enacbo logaritmiramo in dobimo
(x+2?)logr = —2(z — 27 ?)logz.
Ce je logz =0, je z = 1 in potem y = 1. Sicer pa velja
2

x4+ 12 = 22+ 2272

oziroma 323 = 1. Od tod sledi z = % in nato y = /9. Dobili smo dve regitvi.

Zapiseneenacbesamo zz alisamo z y.........oiiiii ittt i e 2 tocki
ReSIteV & = 1, ) = 1 oo it it i i e et et e ae s ananearnaeanearnnennnnn 2 tocki
Primerjava eksponentov, to je enatba z + 272 = —2z + 2272 ali ekvivalentna .1 totka
Resitev = %, FTIER L 2 tokki



II1/4. Po sinusnem izreku v trikotniku BAL velja

sin(/BAL)  sin(ZALB)
|IBL|  |AB]

Podobno velja v trikotniku CAL, da je

sin(ZLAC)  sin(ZCLA)
icLl  JAC|

Ker je ZALB = 7w — ZCLA, velja sin ZALB =
sin ZOLA. 'Torej iz zgornjih enacb z uposStevanjem
/BAL = ZLAC dobimo

|AB|  |BL]

|AC| —|CL]

|AD| _ |DK]|
Podobno sledi se [Ac] = [CK|"

(Dejstvo, da simetrala kota razdeli nasprotno stranico v razmerju prileznih stranic je znano
in ga ni potrebno dokazovati prek sinusnega izreka. Zadosca sklep: ker je AL simetrala kota
ZBAC, je 148l — [BL] )

[ac|] ~ |CI]
Ker je |AB| = |AD|, iz dobljenih enakosti sledi % \g;' Zato velja
|ICB| |BL|+|CL| |BL| 1o |DK| |DK| +|CK| |CD|
iCL| ~  |CL]  |CL] ~  |CK] ICK|  |CK|
Trikotnika DBC in K LC' sta si podobna, saj imata skupen kot pri C' in velja “gﬂ = %.

Torej je premica KL vzporedna diagonali BD. Zaradi pravih kotov pri K’ in L’ so tocke
K, L, K’ in L' konciklicne. Ker je trikotnik BC'D ostrokoten, lezita tocki K’ in L’ na istem
bregu premice KL in na istem bregu premice BD. Torej velja

/DUK'=/KL'K' =7 - /K'LK =7 — /K'BD

in zato so tocke B, D, L' in K’ koncikli¢ne.

Ugotovitev, da so K', L/, K, L koncikli¢ne.............cccuviiiiiiiiinnnnnnn.. 1 tocka
Ugotovitev % = 122} ..................................................... 1 tocka
Ugotovitev % = % .................................................... 1 tocka
Sklep, da potem velja % “g? ......................................... 1 tocka
Ugotovitev, da sta trikotnika DBC' in KLC podobna ....................... 1 tocka
Sklep, da je KL vzporedna BD . ......ccuiiiiiiiiiiaaaaeianeaareanannnnns 1 tocka
Sklep, daso B, D, L', K' konciklitne ...........cccoiiiiiiiiiiiiiiiiiinennnn. 1 tocka

(Ce je dokazana koncikli¢nost K’, L', K, L in je pokazano, da je koncikli¢nost B, D, L/, K’
ekvivalentna trditvi, da je KL vzporedna BD, razmerja pa niso uporabljena, priznajte
2 tocki.)

I11/5. Ce je k = 1, je vsako izmed stevil a1, as, . . ., a, deljivo z n, torej je z n deljiva tudi
njihova vsota. Naj bo torej 1 < k < n. Naj bo i # j. Ker mnozica {ay,as, ..., a,}\{a;, a;}
vsebuje n — 2 > k — 1 elementov, si lahko izberemo podmnozico S s k — 1 elementi. Potem
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sta SU {a;} in S U {a;} k-terici stevil, zato sta njuni vsoti deljivi z n, torej je tudi razlika
njunih vsot deljiva z n. Ta razlika je enaka a; — a;. Torej n deli a; — a;. Ker sta bila 7 in
7 poljubna, to pomeni, da imajo Stevila ay, as, ..., a, enake ostanke pri deljenju z n, ker pa
jih je skupaj n, je njihova vsota deljiva z n.

Dokaz naloge, €e jJe k = 1 .. ouu ittt e ettt e e 1 tocka
Ugotovitev, da imata neki $tevili (na primer a; in a, ali a; in ax4 ali a,—; in a,) enak
ostanek pri deljenju z n (pri vsakem £) . ...... i 2 tokki
Dokaz, da imajo vsa Stevila enak ostanek pri deljenjuzn ................... 2 tocki
Sklep, dajea;+...+a, deljivo z n ..o e 2 tocki

(ée tekmovalec naloge ne resi, resi pa nalogo za primer k£ = 2 ali £k = n — 1, priznajte
dodatno 1 tocko, &e s tem ne preseze 3 tock.)

IV/1. Najprej opazimo, da izraza a + 2b in 2a + b ne smeta biti enaka 0, torej stevili a
50 — 1 odpravimo ulomke in dobimo

+2b 2a-+b
8a? + 4ab — 5ab — 10b* = 2a? + 5ab + 2b%, kar lahko preoblikujemo v 6(a + b)(a — 2b) = 0.
Ce je a = —b, je vrednosti izraza 4“+25bb enaka = —3, saj mora biti b razlicen od 0 (kajti
a in b ne smeta biti hkrati enaki 0). Ce pa je a = 2b, je vrednost izraza = +2bb enaka 0, saj je

spet imenovalec neniceln. Torej je Vrednost izraza lahko enaka 0 ali —3.

e R 1 totka
Razcep 6(a+0)(@ —2b) = 0 vuureninniiiiii it aaaanes 1 totka
Primer a = —binvrednosti —3 ...... ...ttt s 2 tocki
(Ce ni komentarja, da $tevili a in b hkrati nista enaki 0, priznajte samo 1 totko.)
Primer a =2binvrednosti 0..........coiiuiiiiiiii ittt iian i 2 tocki
(Ce ni komentarja, da 3tevili a in b hkrati nista enaki 0, priznajte samo 1 totko.)

Sklep, da je vrednost izraza lahko O ali —3 .............ciiiiiiiiiin.t. 1 tocka

IV/2. Tocka D je razpolovisée stranice AB in zaradi (
|AD| = 3 sledi |AB| = 6. Oznacimo z F razpoloviice stra-
nice BC in s F razpolovisce AC. V trikotniku ADT za
doliine stranic Velja Pitagorov izrek zato je ta trikotnik pra-
|AT| = 4, je zato |AE| = 6. Torej v pravokotnem trikotniku E
ABE poznamo dolzini katet, zato lahko po Pitagorovem iz-
reku izratunamo |BE| = /|ABJ]2 + |AE]? = /36 + 36 = T
6v/2. Od tod sledi, da je |BC| = 2|BE| = 12V/2. 5
Ker sta E in F razpolovisci stranic BC' in AC, je EF vzpo-
redna z AB. Ker pa je FA pravokotna na AB, je EA pra-
vokotna tudi na EF. Torej je trikotnik AEF pravokotni. A 3 D B
Vemo ze, da je |AE| = 6, velja pa e, da je |EF| = \A_2m = 3. Torej lahko izracunamo dolzino
F' A po Pitagorovem izreku in sicer

|FA| = \/|EF|? + |AE]2 = /9 + 36 = 3v/5.

Od tod sledi, da je dolzina stranice AC' enaka |AC| = 2|AF| = 6+/5.

SKIEP |AB| = 6 vttt s 1 tocka
Ugotovitev, da je trikotnik ADT pravokotni ..............ccciiiiiiiiiinnnn. 2 tocki
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Izra€un dolZine [BO| = 12v/2 o et it ie ittt e 2 tocki
1zra€un dolZine [AC| = 67/5 .« e e it 2 tokki

IV /3. Izracunajmo prvih nekaj stevil n. Pri p =2 dobimon =9, prip=3jen =49 in
pri p = 5 je n = 513. Naj bo sedaj p > 5. Zapisimo n kot n = (p—2)(p—1)(p+1)(p+2) +9.
Ker je (p—2),(p—1),p, (p+ 1), (p + 2) pet zaporednih stevil, je vsaj eno deljivo s 5. Ce je
p > 5, Stevilo p ni deljivo s 5, zato je s 5 deljivo eno izmed stevil (p—2), (p—1), (p+1), (p+2),
torej je njihov produkt (p — 2)(p — 1)(p + 1)(p + 2) deljiv s 5. Vsaj eno izmed stevil p + 1
oziroma p+2 je sodo, zato je produkt deljiv tudi z 2. Torej je stevilo (p—2)(p—1)(p+1)(p+2)
za p > b deljivo z 10. Tako je Stevilo n za p > 5 vsaj dvomestno in ima na mestu enic Stevko
9, zato je vsota Stevk Stevila n ve¢ja od 9. Najmanjsa vsota Stevk je tako prip =2 in p = 5,

ko je enaka 9.

lzZra€un n pri p =2, p=3 0IN D= 0. ittt e e et 1 tocka
Ugotovitev, da je vsota Stevk O prip=2inp=>5 ......ccciiiiiiiiirn... po 1 tocka
Sklep, daje (P> —4)(p> — 1) prip>5deljivo s 5.evvireiinniii i 1 totka
Ugotovitev, da je pri p > 5 zadnja Stevka n enaka 9 in je zato vsota Stevk Stevila n vsaj
L0 ettt i i e e e e aaereaaeaaaeeaae e a e a e 2 tocki
Sklep, da je najmanjSa vsota Stevk enaka 9.......... ..ottt 1 tocka

IV /4. V funkcijsko enacbo vstavimo x = 0 in dobimo f(0) = f(y) + yf(0). Torej je
f linearna funkcija oblike f(x) = a — ax za neko realno stevilo a. Ta predpis vstavimo v
funkcijsko enacbo in dobimo, da za vsaka x,y € R velja x+a—az(a—ay) = a—ay+y(a—ax),
torej
x — a’r + a2xy = —axy.

Ce v to enacbo vstavimo y = 0, dobimo = = a2z za vsak z, torej a®> = 1. Ko to upostevamo

v zgornji enakosti, se poenostavi v xy = —azy oziroma (14 a)zry = 0, od koder sledi a = —1,
saj mora enakost veljati za vsaka z in y.
Dobili smo f(z) = x — 1. Ce ta predpis vstavimo v obe strani prvotne enacbe, dobimo

t4+ f@f(y) =2+ floy—a)=w+ay—v—1=ay—1

f) +yflr)=y—1+ylx—1)=ay—1,

kar je enako za vsaka x in y, torej je f(x) = x — 1 edina funkcija, ki zadoS¢a dani enacbi.

Vstavljanje z =0 ali y = 0 v funkcijsko enatbo ................ ... .iuat. 1 tocka
Vstavljanje predpisa f(x) = a — ax v prvotno enatbo za z in y (lahko tudi zapisano kot
F2) = f(0) = (0)) e e et e et e e e 1 totka
Sklep, da za vsaka x in y velja enatba = — o’z + a*ry = —ary (oziroma ekvivalentna,
lahko zapisana z f(0) NAMESLO @) ...vvvvviiiiiiii i 1 tocka
Ugotovitev, da mora biti a® = 1...... ..ottt e i 1 totka
0] L= o T 1 tocka
Preverjanje, da f(z) = v — 1 zado$¢a prvotnienaébi......................... 1 tocka
Sklep, daje f(z) =2 — 1 reSitev .......uiiiiiiiiiiiii i iiii et 1 tocka
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IV/5. Na prvi sliki je N = 12, na drugi pa N = 4. Dokazimo, da sta to najvecja in
najmanjsa mozna vrednost N.

Vseh oglis¢ kocke je 8. Vseh narisanih diagonal je 6 in zato je vseh krajis¢ diagonal 12. Iz
nekega oglisca kocke lahko izhajajo 0, 1, 2 ali 3 diagonale. Torej nam vsako oglis¢e kocke
prinese 0, 0, 1 ali 3 razli¢cne pare dotikajocih se diagonal.

Denimo, da lahko dosezemo N < 3. Ce iz nekega ogliséa izhajajo 3 diagonale, lahko iz
ostalih oglis¢ izhaja kve¢jemu ena diagonala. To bi pomenilo, da je krajis¢ diagonal kvecjemu
1-3+7-1 =10, to pa ni mozno. Torej se v nobenem oglisc¢u ne stikajo tri diagonale in imamo
lahko kvec¢jemu 3 oglisca, v katerih se stikata po dve diagonali. Iz vsakega ostalega oglisca
potem izhaja kvecjemu ena diagonala. Tako je vseh krajis¢ diagonal kve¢jemu 3-2+5-1 = 11.
To pa je protislovje. Torej je pri vsaki izbiri dopustnih diagonal N > 4.

Vseh razlicnih parov diagonal je % = 15. Diagonali, ki lezita na nasprotnih ploskvah
kocke, se ne moreta stikati. Zato obstaja kvecjemu 15 — 3 = 12 razli¢nih parov stikajocih se

diagonal. Torej je pri vsaki izbiri dopustnih diagonal N < 12.

Slika ali zapis diagonal s koordinatami za N =4 ..........c.cciiiiiiiinnnnnnns 1 tocka
Slika ali zapis diagonal s koordinatami za N =12 ...........ccciiiviinnnnnn. 1 tocka
Ugotovitev, da iz vsakega ogliS¢a lahko izhajajo od 0 do 3 diagonale in da to pomeni
R T 1 S B o T T 1 tocka
Sklep, da ni mogode doseli N < 3 ...t iiiiirii e caneaneareaennennnn 2 tocki
Sklep, da ni mogoce doseli N > 13 ..ottt iii it it san e reereaenaennnn 2 tocki
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