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59. matemati¢no tekmovanje

srednjeéolcev Slovenije Prilepi nalepko s Sifro
Regijsko tekmovanje, 1. april 2015

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za
nepravilni odgovor pa bomo eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo, desno
tabelo pusti prazno.

[A1[ A2 ] A3) (B1 | B2 | B3 )

| Joo |

A1l. Enakorobi piramidi z robom dolZine 5 cm odreZemo vseh pet
oglis¢, tako da so vsi robovih odrezanih majhnih piramid krajsi od
1 cm. Kateri od nastetih veckotnikov ni mejna ploskev nastalega
telesa?

(A) trikotnik (B) stirikotnik (C) petkotnik

(D) sestkotnik (E) osemkotnik

A2. Lili je ugotovila, da je povpregje stevk letnice 2015 enako 2, saj je 2t%+142 — 2. Kolikokrat
v 21. stoletju po letu 2015 bo imela letnica enako povpredje Stevk kot letnica 2015?

(A)1 (B) 2 (©5 (D)6 (E)9

A3. Prvo Solsko uro sta bili Stevili fantov in deklet v razredu v razmerju 3 : 4. Ko so pred
drugo Solsko uro v razred prisla Se 4 dekleta, 4 fantje pa so razred zapustili, je to razmerje
postalo 2 : 5. Koliko ve¢ deklet kot fantov je bilo v razredu drugo Solsko uro?

(A) 5 (B) 6 (C) 7 (D) 8 (E) 12
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B1. Kvadratu s stranico dolZine a vértamo pravilni osemkotnik tako, da leZijo 4 stranice osem-
kotnika na stranicah kvadrata. Izrazi dolZino stranice vértanega osemkotnika z a.

(6 tock)



B2. Jure je na tablo zapisal naravna stevila od 1 do 2015. Urska je nato po vrsti pregledovala
zapisana Stevila od najmanjSega do najvecjega in pobrisala vsako, ki ni bilo deljivo s 3.
Izmed $tevil, ki so ostala na tabli, je zatem od najmanjSega do najvecjega pobrisala vsako, ki
ni bilo deljivo s 32. Izmed preostalih $tevil je nato od najmanjSega do najvejega pobrisala
vsako, ki ni bilo deljivo s 3?, in tako dalje. Katero Stevilo je Urska pobrisala zadnje?

(6 tock)



2 o - :
+ J—W = 1. Dolo¢i vse mozne vrednosti

o2
1+a?

a b
(a+b) <1+(I2+1+b2)

B3. Naj bosta a in b realni Stevili, za kateri velja
izraza

(6 tock)



59. matemati¢no tekmovanje

srednjeéolcev Slovenije Prilepi nalepko s $ifro
Regijsko tekmovanje, 1. april 2015

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema totkama, za
nepravilni odgovor pa bomo eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo, desno
tabelo pusti prazno.

[A1 ]| A2 [ A3) (B1 | B2 | B3 )
| . |

A1l. Iz osmih enakokrakih pravokotnih trikotnikov sestavimo pravilen osem-
kotnik z osemkotno luknjo, kot to prikazuje slika. DolZina stranice pravilnega
osemkotnika je enaka 1 cm. Koliko centimetrov je dolga stranica osemkotne
luknje?

2 1
<m%: (B) 3 (©2-v2 (D)V2-1 (V3
A2. Na sliki je prikazan graf neke funkcije na intervalu A

[—1, 2]. Katera funkcija je to?

1
(8) f(2) = 1 (B) f() = Jo] -1 / \
(©) flx) = |z —1 (D) f(x) = —Jo| +1 , -
(E) f(x) = |l2] - 1] i \\\ x
T -1

A3. Koliko je vrednost izraza v/0.043?

1 1 1
(A) 2 (B) 5 (©) 5 (D) 0.04 (E) 0.016
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B1. Kroznici Ky in Ky na sliki sta olrtana in vértana
kroznica enakostrani¢nega trikotnika ABC'. Kro-
Znici K0y je vértan kvadrat DEF'G, pri cemer tocka
D leZi na stranici AB. Kroznici K3 in /4 sta enako
veliki in se med seboj dotikata, vsaka od njiju pa
se dotika Se dveh stranic kvadrata DEF'G. Dolo¢i
razmerje dolZin polmerov kroznic K; in Ky.

(6 tock)




B2. Koliko ¢etveric naravnih stevil (a, b, ¢, d) zadoS¢a neenakostim

1 1 1 1
a>b>c>d iIn —+-+-+->27
a b ¢ d

(6 tock)



B3. Poisci vsa realna Stevila z, ki zadoSc¢ajo enacbi

V2 + 13 — /2x — 13 = 2.

(6 tock)



59. matemati¢no tekmovanje

srednjeéolcev Slovenije Prilepi nalepko s $ifro
Regijsko tekmovanje, 1. april 2015

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema totkama, za
nepravilni odgovor pa bomo eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo, desno
tabelo pusti prazno.

[A1 ]| A2 [ A3) (B1 | B2 | B3 )

| Joo | |

A1l. Slika prikazuje tri koncentri¢ne polkroge s polmeri 1, 2 in 4.
Obmodji, oznaceni z X, imata plos¢ino =, obmocja, oznacena z Y/,
pa plos¢ino y. Kolik$no je razmerje med plos¢inama z in y?

(A)1:3 B)1:2 (©)2:3 (D)3:8 (E)4:9

A2. Za katero celo Stevilo n velja

(n—1)(n—=3)...(n —2015) =n(n+2)(n+4)...(n+2014)?

(A) —4028 (B) —2014 (C) 2015 (D) 4030 (E) Nobeno.

A3. Dan je polinom p(z) = 20152?°'* — 2 in realno Stevilo h, za katerega velja p(h) = —2015.
Koliko je vrednost p(—h)?

(A) 2011 (B) 2012 (C) 2013 (D) 2014 (E) 2015
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B1. Ce polinom p delimo s polinomom 2 — z, dobimo koli¢nik 222 — 2 + 3. Dolo¢i ostanek tega
deljenja, ¢e ves, da je zmnoZek vseh nicel polinoma p enak 1.

(6 tock)



B2. Koliko je naravnih $tevil, manjsih od 100 000, katerih vsota Stevk je deljiva z 9 ali s 5?
(6 tock)



vevy

na 4 enake dele. Doloci velikosti kotov trikotnika ABC.

(6 tock)



59. matemati¢no tekmovanje

srednjeéolcev Slovenije Prilepi nalepko s $ifro
Regijsko tekmovanje, 1. april 2015

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 120 minut. V sklopu A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema totkama, za
nepravilni odgovor pa bomo eno tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v levo tabelo, desno
tabelo pusti prazno.

[A1 ]| A2 [ A3) (B1 | B2 | B3 )

| Joo | |

Al. Na nogometnem turnirju je sodelovalo n ekip. Vsaka ekipa je z vsako drugo odigrala
natanko eno tekmo. Skupaj je bilo na turnirju odigranih 2015n tekem. Koliko ekip je sodelovalo
na turnirju?

(A) 2015 (B) 4029 (C) 4030 (D) 4031

(E) Nemogoce je dolociti.

A2. Pravokotnik ABCD na sliki je razdeljen na 7 skladnih pravokotnikov. D C
Koliko znasa razmerje |BC| : |AB|?

(A)2:3 (B)4:5 (C)7:12 (D)8:15 | |

(E) Razmerje je odvisno od velikosti pravokotnikov. A B

A3. Sara isce trimestno naravno Stevilo Zyz (z so enice, y desetice in x stotice), za katerega velja
1 <z <y < zin daje vsota $tevil Tyz, yzz in Zzy trimestno Stevilo, ki ima vse Stevke enake.
Najve¢ koliko takih trimestnih $tevil lahko Sara najde?

(A) 3 (B) 5 (C) 7 (D) 9 (E) 11
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B1. Pois¢i vsa realna Stevila z, ki zadoS¢ajo neenakosti

2sin® 2 > 3 cos 2z.

(6 tock)



B2. Naj bo ay, as, as, . .. aritmeti¢no zaporedje. Za poljubno naravno S$tevilo k£ znac¢imo S, =
a; + as + ... + a;. DokaZi, da za vsaki naravni Stevili m in n velja

n—m

Sp — Sm =

n+m:-
n+m

(6 tock)



B3. Naj bo K trikotniku ABC oértana kroZnica, I pa sredisce trikotniku ABC vértane kroZnice.
Razpolovisce tistega loka BC kroZnice K, ki ne vsebuje tocke A, ozna¢imo z D, razpolovisce
tistega loka C'A kroznice K, ki ne vsebuje tocke B, pa oznacimo z £. Naj bo F' zrcalna slika
tocke I pri zrcaljenju ¢ez stranico AB in denimo, da F' lezi na kroZnici K. Koliko je velik kot
Y DFE?

(6 tock)



59. matematic¢no tekmovanje
d MFA srednjeSolcev Slovenije

Regijsko tekmovanje, 1. april 2015

Resitve za 1. letnik

V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-
pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativnemu konénemu
dosezku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

(1]2]3)
(c|c|E]

Utemeljitve:

A1. Tista stranska ploskev, ki je bila prej osnovna ploskev piramide, je sedaj osemkotnik.
Ploskve, ki so bile prej stranske ploskve piramide, so sedaj Sestkotniki. Pri oglis¢u, ki
je bilo prej vrh piramide, nastane ploskev, ki je stirikotnik, pri ostalih oglis¢ih piramide
pa nastanejo ploskve, ki so trikotniki. Nobena od stranskih ploskev nastalega telesa
ni petkotnik.

A2. Vsota stevk take letnice mora biti 8. Ker gre za letnico v 21. stoletju, sta prvi dve Stevki
2in 0. Vsota zadnjih dveh Stevk mora zato biti enaka 6. Takih letnic po letu 2015 je
pet, to so 2024, 2033, 2042, 2051 in 2060.

A3. Oznacimo Stevilo fantov v razredu prvo Solsko uro z f Stevilo deklet pa z d. Potem je

5 = 3. Drugo $olsko uroje v razredu f —4 fantov in d+4 deklet, zato je razmerje enako
I= = %.1z prve enatbe izrazimo f = 3d in vstavimo v drugo enatbo, da dobimo

3

=12

d+4 5

Enacbo preuredimo do 1d = 28, torejje d = 16 in f = 12. Drugo 3olsko uro je torej v
razredu 8 fantov in 20 deklet, kar pomeni, da je 12 deklet ve¢ kot fantov.

| L]

B1. O [

Oznadimo z z dolzino stranice vértanega osemkotnika. Stirje trikotniki, ki nastanejo
ob oglisc¢ih kvadrata, so enakokraki pravokotni trikotniki. Ker je njihova hipotenuza
dolga , so njihovi kraki dolgi . Torej veljaa = = + 25 = = + 2v2 = 2(v/2+1). Iz
zapisane enacbe izrazimo

_a _a(ﬂ—l)_
x_\/ﬁ—i—l_ 5T =2a — a.
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B2.

B3.

Pregledno narisanainoznacenaskica ..............ccoiviiiiiiiiiiiinnan, 1 tocka

Izracun dolzine kraka trikotnika v ogliS¢u kvadrata (67 RECLETRTITRPITS 1 toCka
Zapis enacbe a = = + 2 e 1 tocka
Poenostavitev enacbe v a = 2(v2 + 1) vuvruiiiiiiiiiiniieeennnnnnnnnnns 1 tocka
OUGOVOE & = /20 — (1 +eveeeeeneesennaseennaseensesennassennaseenneeennnnns 2 tocki

Po tem, ko je Urska prvi¢ pregledala vsa zapisana Stevila, so na tabli ostala le Stevila
deljiva s 3. Ko je skozi $tevila §la drugi¢, so ostala le Stevila deljiva s 32. Po tretjem
pregledu so ostala le Stevila deljiva s 3?, in tako dalje. Najvegja potenca $tevila 3, ki je
manjSa od 2015, je 35 = 729, sajje 3" = 2187. Ko je torej Urska Sesti¢ pregledala stevila,
so ostala na tabli le Stevila deljiva s 729, to sta 729 in 1458. V naslednjem pregledu
je pobrisala obe ti dve Stevili, saj nista deljivi z 2187. Kot zadnje je Urska pobrisala
Stevilo 1458.

Ugotovitev, da so po prvem pregledu ostala zapisana le Stevila,

Lo 1= Y- T 0 1 tocka
Ugotovitev, da so po tretjem pregledu ostala zapisana le stevila,

deljiva s 3% .. e 1 tocka
Utemeljen sklep, da je najvecja potenca stevila 3, manjsa od 2015,

£ (=1 Lo TR G 2 tocki
Ugotovitev, da sta po Sestem pregledu ostali zapisani le Se Stevili

T29 I 1458 et esaesasasansasansasansassnsansassnssssnssnsassnsassnssnsasnnss 1 tocka
Pravilen odgovor .........oiiiiiiiiiie et 1 tocka

(Ce tekmovalec zapise samo pravilno resitev brez argumentov, se mu prizna le
1 tocka.)

Dano enakost pomnozimo z (1 + a*)(1 + b?) # 0 in poenostavimo, da dobimo ekviva-
lentno enakost a?b* = 1. Torej je ab = 1. Tudi dani izraz poenostavimo

a b a+ab®+ b+ a?b (a+0)(1+ ab)
(a+9) (1+a2 * 1+b2) R T v Sl R g e e
(a® + b + 2ab)(1 + ab)
1+ a4+ 02+ a??
Ceje ab = —1, je vrednost tega izraza enaka 0, &e pa je ab = 1, je vrednost tega izraza
enaka
(a®>+b°+2)-2
a?+ b2+ 2

Porac¢unamo lahko, da sta ti dve vrednosti tudi dejansko doseZeni. Vrednost 0 je na
primer doseZena, kojea = 1in b = —1, vrednost 2 pa, kojea = b = 1.

Zapis ekvivalentne enakosti a?0? = 1 ...cvciviviiriiririirararanearaaeanens 1 tocka
Zapis ekvivalentnih enakosti ab = +1 ...oeviiiiiiiiii i 1 tocka
Poenostavljen zapis izraza ((“ﬁzsz‘;%l;g;b)) ................................ 2 tocki
Izracunana vrednost izraza v primeru,koje ab = —1 .c.cvvviiiivnrnrnnnnns 1 tocka
IzraCunana vrednost izraza v primeru, koje ab =1 ....cvviviiiiinnnnnnnn. 1 tocka



Resitve za 2. letnik

V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-
pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativhemu konénemu
dosezku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

(1]2]3)
ID|D|C]

Utemeljitve:

A1l. Kateti posameznega pravokotnega trikotnika sta dolgi 1 cm, njegova hipotenuza pa
V2 cm. Stranica osemkotne luknje je torej dolga v/2 — 1 cm.

A2. Toje funkcija f(x) = —|z| + 1. Vse preostale funkcije imajo v tocki 2 vrednost 1.

y 3 3 3 3
A3. Poracunamo v/0.043 = \/(45)" = (, /ﬁ) =(2) =01} =&

B1.

Oznacimo z ry, ry, r3 in ry polmere kroznic Ky, Ky, K5 in K4, pri Cemer vemo, da velja
rs = ry4. Ker je trikotnik ABC enakostranic¢en, imata kroZnici K, in Ky skupno sredisce,
ki ga ozna¢imo z S. Trikotnik BSD je polovica enakostrani¢nega trikotnika, zato velja
ry = |SB| = 2|SD| = 2ry. Ker je GE premer kroZnice Ks, je |GE| = 2ry = r;. Izrazimo
dolzino |GE| e na drug nacin z r,. Naj bo T dotikalis¢e kroZnic K3 in K,. Sredisce
kroZnice K4 oznac¢imo z R, njeni dotikalis¢i s stranicama DE in EF kvadrata DEFG
paz U in V. Ker sta kroznici K3 in K4 enako veliki, je T" sredis¢e kvadrata DEF'G, torej
velja |GE| = 2|TE|. Stirikotnik RUEV je kvadrat s stranico dolZine r4, zato je njegova
diagonala dolga |RE| = v/2ry. Od tod izrazimo |GE| = 2|TE| = 2(|TR| + |RE|) =
2(ry +V/2r4) = (2 + 2v/2)r4. Iz obeh izraZav dolZine |GE| sledi 7, = (2 + 2v/2)ry, torej
je = (2+2v2).

Utemeljen sklep, da je 71 = 27 . cuurererieii e e encaaeararnsnnnanannnnns 1 tocka
Ugotovitev, da je [GE| =71 veueuririrarneienrnrarnsneisararassnsnsnranans 1 tocka
Izracunana dolzina daljice |RE| ....oveiririiiiii i iini i e niiennens 1 tocka
Z r, izrazena dolzina daljice |GE| ...ovviiriiiiiiiiiiirinii i i asannnnens 2 tocki
Zapisano razmerje [l ... 1 tocka



B2.

B3.

Cejed > 2, potemje 2 + 1 + 14+ 1 < 4.1 =2 karje protislovje. Torejje d = 1. Ce
jec >3, potemije L+ + L+ 2 <3341 =2, kar je spet protislovje. Torejje ¢ = 2.
Podobno sledi, da mora biti b = 3, saj bi sicer imeli % + % + % + %l <2 i + % +1=2.

Torej mora biti £ + 3 + 3 + 1 > 2, oziroma + > . Kerje a > b = 3, je lahko le a = 4 ali
a = 5. Neenakostim zados$c¢ata dve Cetverici, (4, 3,2,1) in (5, 3,2, 1).

Utemeljena ugotovitev,daje d = 1.....ccviiiiiiiiiioiii e rieeannass 2 tocki
Ugotovitev, da je c = 2...ciiiiiiii it iii i iie i raraerasnarasaransanannns 1 tocka
Ugotovitev, da je b = 3...cuiiiiiiiiiiie i e ieisa s sasansansasansnnannns 1 tocka
Zapis ali uporaba neenakosti % > % ....................................... 1 tocka
Sklep,dajea=4alia =05 .uvvririiiiiiiriariiaiirariararnaarnarannnnns 1 tocka

(Ce tekmovalec obe resitvi samo zapise, se mu priznata le 2 toéki.)

Enacbo potenciramo na tretjo potenco, da dobimo

2
(22 +13) -3 ({729; + 13) V2x — 134 3V2zx + 13 (V22 — 13)2 — (22— 13) =38.

Nato jo preuredimo

26 — 3¥/21 1 13527 — 13 ({”/2:1; T 13— Y2z 1 13) —3

in upostevamo, da je v/2z + 13 — v/2z + 13 = 2, da dobimo

26 — 6v/22 + 13v/22 — 13 = 8.

Enatbo spet preuredimo do v/2x + 13v/2z — 13 = 3 in potenciramo na tretjo potenco,
da dobimo (2z + 13)(2z — 13) = 27 oziroma 4z? — 169 = 27. Od tod sledi z*> = 49 in
zato r = £7.

Pravilno potenciranjeenacbe ............ccoiiiiiiiiiiiiiiii i 1 tocka
Preureditev enacbe v 26 — 627 + 13722 — 13 =8 tviiieriernrncrnnnnnnnns 2 tocki
Potenciranje enacbe /21 + 1327 — 13 =3 cvuiiiiiiiiararararnennnnnnnnns 1 toCka
Zapis eNaChe 412 — 169 = 27 uvuviirareeraearearassasnaeasnarasearnnensnns 1 tocka
Zapis Obeh reSiteV ......cviiiiii i it 1 tocka

2. natin. Enacbo preuredimo v v/2z + 13 = /22 — 13+ 2 in nato potenciramo na tretjo
potenco, da dobimo

2w +13 =22 — 13+ 6 (V2r — 13)° + 1222 — 13+ 8.
Vse ¢lene nesemo na eno stran in poenostavimo do
6 (V2r —13)" +12¢/20 — 13— 18 = 0.

Ce vpeliemo novo spremenljivko y = /2z — 13 in enatbo delimo s 6 dobimo kvadra-
tno enatbo y? + 2y — 3 = 0 oziroma (y + 3)(y — 1) = 0, ki ima dve regitvi, y = —3 in

y = 1. Iz enacbe za novo spremenljivko izrazimo = = @ Kojey = =3,jex = —7,
kopajey =1,je x = 7. Zacetna enacba ima torej dve reSitvi, x = —7inz = 7.

Potenciranje enache ...........cooiiiiiiiiii it it a i 1 tocka
Poenostavitev enaébe v 6 (/27 — 13)° + 12922 — 13— 18 = 0 veuvvrennnnes 1 tocka

4



Uvedba nove spremenljivke ..........ccoiiiiiiiiiiiiii i e e ninnnas 1 tocka
Zapisani reSitVi 1, N 4o «.veueiriri i a e e s ia e e 1 tocka
Zapisani resitvi zacetneenacbe ...........c.ciiiiiiiiiiiii i 2 tocki
(Tekmovalec dobi vse toCke tudi v primeru, Ce je enacbo korektno resil brez
uvedbe nove spremenljivke.)



Resitve za 3. letnik

V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-
pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativnemu konénemu
doseZku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

(1]2]3]
ID|E|A]
Utemeljitve:
A1. Plos¢ine treh polkrogov so enake Z, 2 in 197, Plos¢ina obmocdja z je zato enaka %T—% =

167 _ 4m

3%, plostina obmodja y pa == = 2. Iskano razmerje je torej 2% : 2 = 3 : 8.

A2. Ceje n liho celo $tevilo, je leva stran enakosti soda, desna pa liha. Za liha cela $tevila
torej enakost ni izpolnjena. Podobno sklepamo, ¢e je n sodo celo Stevilo. V tem pri-
meru je leva stran enakosti liha, desna pa soda. Torej nobeno celo Stevilo ne ustreza
enakosti.

A3. Iz podatkov sledi 2015h%°"% — 2 = —2015 oziroma 2015h?°"® = —2013. Zato je p(—h) =
2015(—h)213 — 2 = —2015A%13 — 2 = —(—2013) — 2 = 2011.

B1. Po izreku o deljenju je p(z) = (22% — x + 3)(2 — z) + o, Kjer je o ostanek pri deljenju
polinoma p(z) s polinomom 2 — z. Ker smo delili s polinomom stopnje 1, je ostanek o
neka konstanta. Torej je prosti ¢len polinoma p(x) = —22% + 522 — 5z + (6 + 0) enak
6 + o, vodilni koeficient pa —2. Po Vietovem pravilu je produkt vseh nicel polinoma

p(z) torej enak —%£2 = L. Od tod izratunamo ostanek o = 5.

Zapis polinoma p kot (222 — 2+ 3)(2 = Z) 4+ 0 vevvrrnrrrnnrrnnrnnnrrnnrnnnss 1 tocka
Ugotovitev,dajeokonstanta ............c.coiiiiiiiiiii i iiiraaas 1 tocka
Zapis prostega Clena polinoma p ......c.cooiiiiiiiiiiiiiii i i, 1 tocka
Uporaba Vietovegapravila .........c.ciiiiiiiiiiiii i ieinnarnnes 2 tocCki
IZraCun 0Stanka ...........cciiiiiiiiiiii it 1 tocka

B2. Naravna Stevila, katerih vsota Stevk je deljiva z 9, so natanko tista, ki so deljiva z 9.
Takih $tevil, manjsih od 100000, je torej 2232 = 11111. Vsako naravno $tevilo manjse
od 100 000 je oblike abcde, kjer je vsaj ena od §tevk a, b, ¢, d in e razli¢na od 0. Ce zadnje
stiri Stevke fiksiramo in oznac¢imo njihovo vsoto s k, potem moramo a izbrati tako, da
bo k + a deljivo s 5. Neglede na to, kaj je k, imamo za @ natanko 2 moZnosti; a = 0, 5,
¢eje k deljivos 5, a = 4,9, ¢e ima k ostanek 1 pri deljenju s 5, a = 3, 8, ¢e ima k ostanek
2 pri deljenju s 5, a = 2,7, ¢e ima k ostanek 3 pri deljenju s 5, in @ = 1,6, ¢e ima k
ostanek 4 pri deljenju s 5. Torej zadnje Stiri Stevke lahko izberemo poljubno, za prvo
Stevko pa nam ostaneta dve moznosti. Takih Stevil je zato 10*-2—1= 19999, saj smo
steli tudi Stevilo 0 = 00000. PresSteti moramo Se Stevila, katerih vsota Stevk je deljiva s
5in 9, torej s 45. Toda vsota Stevk stevila manjSega od 100 000 je kve¢jemu 5 - 9 = 45 in
to le takrat, ko so vse Stevke enake 9. Tako Stevilo je zato eno samo, tj. 99 999. Stevil,
po katerih sprasuje naloga je torej 11 111 + 19999 — 1 = 31 109.
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B3.

Pravilno presteta stevila, katerih vsota stevk je deljivaz9 ............... 1 tocka

Ugotovitev, da za deljivost s 5 zadosSc¢a opazovati le eno stevko ......... 1 tocka
Zapisane vse moznosti za opazovano Stevko ............c.ciiiiiiiian, 1 tocka
Pravilno presteta Stevila, katerih vsota stevk je deljivas 5 ............... 1 tocka
Pravilno presteta Stevila, katerih vsota stevk je deljivas 45 .............. 1 tocka
(0 e Fo [0 )Y o 1 tocka
C

&

A B

Naj bo D razpolovisce stranice BC, E noZzisce viSine iz A, S pa preseciSce simetrale
kota pri A s stranico BC. Ker simetrala razdeli kot na dva enaka dela, mora simetrala

vevy

dve moZznosti, bodisi D lezi med B in S ter E med S in C ali pa E leZi med B in S ter
D med S in C. Zaradi simetrije lahko obravnavamo le prvi primer.

Oznacimo kot ¢ BAC's 4a, pri ¢emer motra biti 0 < o < 7. Potem je
|BE| = |AE|tg 3a, |DE| = |AE| tg 2 in |CE| = |AE|tg .
Od tod izpeljemo
|BD| = |BE| — |DE| = |AE|(tg 3a — tg2a)
in
|CD| = |CE|+ |DE| = |AE|(tg a + tg 2a).
Ker je D razpolovisce stranice BC, sledi tg 3a — tg2a = tg a + tg 2a oziroma
tgda —tga — 2tg2a = 0.
Levo stran lahko preuredimo

3 . 9
te 30 — tg o — 2tg 20 — sinda _ siney _ sin2a

cos3a  cos« Cos 2«
sin 3o cos ¢ — SIn v cos 3¢ sin 2« sin 2« sin 2«
COS (¥ COS 3 cos 2« COS (¥ COS 3 Cos 2«
sin 2a/(cos 20 — 2 cos av cos 3av) sin 2cv cos 4o
COS (v COS 2¢x oS 3 cos a cos 2accos 3

kjer smo pri Cetretem enacaju upostevali adicijski izrek za sinus
sin 2 = sin(3a — a) = sin 3a cos o — sin v cos 3a,
pri zadnjem enacaju pa formulo za produkt kosinusov

2 cos acos 3 = cos(3a + a) + cos(3a — ) = cos da + cos 2a.
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Iz izpeljanega sledi sin 2o = 0 ali cos4a = 0, torej je 2o = k7 ali 4o = 7 + k7, Kjer je
k € Z. Ker mora biti 0 < o < %, je edina moZnost a = %. Torejje 4 BAC = 4a = 7,
JACB=T-a=3"inJCBA="T.

Z upostevanjem obeh simetri¢nih primerov smo ugotovili, da so koti trikotnika ABC
bodisi ¢ BAC = %, JACB = 3% in $CBA = % alipa 4 BAC = 7, JACB = % in
JCBA =3,

Pregledno narisana in oznacenaskica ..........c.cooviviiiiieiiiararnnnnns 1 tocka
S kotom « in |AF| izrazene dolzine daljic |BE|, |DE|in [CE| «.cvvvivanen.. 1 tocka
Zapis enacbe tg3a — tga — 262200 = 0 vuevirinriera i e 1 tocka
Preureditev enabe v — _sh2acosda e, 2 tocki
Zapisana resSitev z utemeljitvijo, da je edinamozna ...................... 1 tocka



Resitve za 4. letnik

V sklopu A bo pravilni odgovor ovrednoten z dvema tockama, medtem ko bomo za ne-
pravilni odgovor eno tocko odsteli. Da bi se izognili morebitnemu negativnemu konénemu
doseZku, se vsakemu tekmovalcu prizna zacetne 3 tocke.

(1]2]3)

ID|c|c|

Utemeljitve:

A1. Na turnirju je bilo odigranih (%) tekem, torej velja (%) = "1 = 2015n. Od tod
izracunamo n = 4031.

A2. Oznacimo dolZino daljSe stranice 7 skladnih pravokotnikov z a, dolZino krajSe stranice
pazb. Potemje |AB| = |DC| = 4b = 3a oziroma b = 3a. Iskano razmerje je tako enako

IBC| a+b a+ja
|AB] 40 3a

[SCNENTEN]
|
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A3. Vsota Stevil 7yz, yzz in z7y je enaka 100(z +y + 2) + 10(y + z + x) + (2 + © + y).
Ker mora biti to trimestno Stevilo, je z + y + z < 10 in v tem primeru so vse Stevke
tega Stevila avtomati¢no enake. IS¢emo torej Stevilo trojic $tvk (z,y, z), za katere velja
1<z <y<zinz+y+z < 10. Takih trojic je natanko 7, to so (1, 2, 3), (1, 2,4), (1,2,5),
(1,2,6),(1,3,4), (1,3,5) in (2, 3,4). Sara ima na izbiro 7 takih trimestnih $tevil.

B1. Upostevamo formule za kotne funkcije dvojnih kotov, da dobimo
8sin® x cos? z > 3cos’r — 3sin® .
Z upo$tevanjem zveze cos? z = 1 — sin® z neenakost preuredimo do
8sin'z — 14sin®z + 3 < 0.

Ce vpeliemo novo spremenljivko y = sin®z, dobimo neena¢bo 8y> — 14y + 3 < 0
oziroma (4y — 1)(2y — 3) < 0. Kerje 0 <y < 1, je ¢len (2y — 3) avtomati¢no negativen.
Dana neenakost je zato ekvivalentna neenakosti 4y — 1 > 0 oziroma sin?z > i. Slednja
neenakost velja takrat, ko je bodisi sinz > 1, torej £ 4 2kn < < 3 42k, k € Z, ali pa
sing < —3, torej —3F + 2kw < & < —% + 2km, k € Z. Skupna restev so torej vsa Stevila
x, ki zadoSc¢ajo neenakosti sthkr<z< ‘%“ + k7 za neko celo stevilo k.

Zapis ekvivalentne neenacbe z enojnimi koti ....................ollll 1 tocka
Zapis neenacbe Ssin® 2 — 14522 4+ 3 <0 vuovvenrrerenrenrennennrnnrennennes 1 tocka
Sklep, da je faktor 2sin’z — 3 negativen ..........covvivrernnrnnrenrennenn. 1 tocka
Zapis ekvivalentnih neena€b sinz > f alisinz < —3 ...l 1 tocka
= o L= =07 | (=1 2 tocki



B2. Oznac¢imo z d razliko dveh zaporednih ¢lenov tega aritmeti¢nega zaporedja. Po for-

B3.

muli za vsoto ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja velja

k(k — 1)
2

Sk = ka1 + d.
S pomogjo te zveze izratunamo

(n+m)(n+m—1)

Snm = (n+m)ay + dZ(n+m)<a1+(n+m—1)C—i>

2 2
in
Sp— S = (n—m)a1+<n(n—1)—m(m—1)>g:(n—m)a1+(n—m)(n+m—1)g:
=(n—m) (a1+(n+m—1)g)

V obeh rezultatih je drugi faktor enak, zato velja
(n+m)(S, — Sm) = (n —m)Snim,

od koder sledi Zeljena enakost, saj je n + m # 0.

Zapisformule za S;, .....oviiiiiii it i e 1 tocka
4 = Vo 1] o T 2 tocki
LZEACUN S, — 5, s et ueetene e e sanessnnssannssnnnssnnssannssnnnsnnnssnnnsnns 2 tocki
Utemeljitev zveze .......cooeiiiii it 1 tocka

Ker sta tocki D in E razpolovis¢i ustreznih lokov kroZznice K, leZita na simetralah
kotov 4 BAC in ¢ CBA. Zaradi zrcaljenja je S FAB = ¢ BAI = 14 BAC, torej je
JFED = 4 FAD = 4 BAC. Podobno dobimo ¢ EDF = ¢ CBA. Sledi ¢ DFE =
4 ACB. Izratunajmo torej velikost kota 4 AC'B. Tocke F, B, C in A so koncikli¢ne,
zatoje 4 ACB = m — 4 BF A. Ker je F zrcalna slika tocke I, velja

YBFA— gAIB:W—%qBAC—%gCBA:n—%(qBACH)CBA) _
1 T 1
—7T—§(7T—<>IACB)— §+§<)ACB.
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Torejje YACB = m — (5 + 3 SACB) = 2 — 3 S ACB, od koder sledi $ ACB = % in
zatotudi S DFE =%

5
Pregledno narisanain oznacenaskica .............ccoiviiiiiiiiiiiinnan, 1 tocka
Ugotovitev, da lezita tocki D in £ na simetralah kotov ................... 1 tocka
Utemeljeni sklepi, da je < FED = ¢ FAD = ¢ BAC, s EDF = 4CBA

LT O e 0 (> 1 tocka
Zapis zveze S BFA =24+ 1 JACB tiiiiiiiiiiiiiiiiiii i iiiiianneeeas 2 tocki
IzraCunana velikost kota S DFE ...ouiiiiiiii i iiiii i i e annnnenss 1 tocka

11



