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TSCHIRNHAUSOVA KUBIKA
MARKO RAZPET

Pedagoska fakulteta
Univerza v Ljubljani

Math. Subj. Class. (2000): 14H45, 14H50

Tschirnhausovo kubiko bomo definirali kot katakavstiko parabole glede na zarke, ki
padajo pravokotno na njeno geometrijsko os, in kot negativno noziséno krivuljo parabole
glede na njeno gorisce. Krivuljo bomo zapisali v parametri¢ni in polarni obliki in navedli
nekatere njene lastnosti.

THE TSCHIRNHAUS CUBIC

The Tschirnhaus cubic is defined as the catacaustic of the parabola with respect to
the rays falling on its axis perpendicularly, and as the negative pedal curve of the parabola
with respect to its focus. The equation of the cubic is written in parametric and polar
form and some properties of the curve are explained.

Ehrenfried Walther von Tschirnhaus (1651-1708), vsestranski nemski
znanstvenik (kemik, didaktik, matematik, mineralog, filozof, fizik, tehnik,
vulkanolog, zdravilec), izumitelj evropskega porcelana, je leta 1682 zacel stu-
dirati tako imenovane kavsticne krivulje ali kavstike, ki so ogrinjace (ovojnice
ali envelope) odbitih ali lomljenih Zarkov na dani ravninski krivulji. Svoje
rezultate o teh krivuljah je objavil v letih 1682 in 1690.!

Ukvarjal se je tudi z ekstremalnimi problemi in teorijo enacb. Leta 1683
je objavil prispevek, v katerem pokaze, kako lahko s primerno transformacijo
v polinomu odpravimo nekaj ¢lenov. Transformacija se imenuje po avtorju
Tschirnhausova transformacija. V letih 1669-1676 se je mudil v Holandiji,
Angliji in Franciji, kjer se je seznanil z nekaterimi pomembnimi znanstveniki
tistega obdobja, na primer s Chr. Huygensom, J. Wallisom, I. Newtonom
in G. W. Leibnizem. To je bilo ravno v ¢asu nastajanja infinitezimalnega
racuna in gradenj opti¢nih inStrumentov, pri katerih sta pomembna odboj
in lom svetlobe ter s tem v zvezi ze omenjene kavstike. V letih 1684 in 1686
(glej [3]) je Leibniz objavil prvi deli o infinitezimalnem ra¢unu, Newton pa
nekaj malega v svojih Principih leta 1687 in vec kasneje. Nato pa je prislo do
znanega spora med Newtonom in Leibnizem glede primata v infinitezimal-
nem racunu, kajti Newton je glavne ideje o njem imel ze pred letom 1684,

'Druzinsko ime Tschirnhaus se v matematiéni literaturi pogosto pojavlja tudi kot
Tschirnhausen, kar je po obliki starinski dajalnik prvega, ki ga zahteva predlog von.
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a jih ni objavil. Tschirnhaus je leta 1675 dobil neki prepis Newtonovega
rokopisa, in to ravno v Casu, ko je skupaj z Leibnizem delal v Parizu. Zato
v zvezi s tem sporom pogosto omenjajo tudi Tschirnhausa.

V nadaljevanju bomo predpostavili, da imajo vse obravnavane krivulje v
vsaki tocki enoli¢no dolo¢eno tangento razen morda v konéno mnogo tockah.

Naj bo K ravninska krivulja, ki jo vzamemo za idealno zrcalo, na ka-
tero padajo vzporedni zarki ali pa zarki iz izbrane tocke v ravnini krivulje.
Odbiti zarki, podaljsani v premice, sestavljajo druzino premic. Ce obstaja
ogrinjaca K’ teh premic, jo imenujemo katakavstika krivulje K glede na dane
vpadajoce zarke. Analogno je diakavstika krivulje K ogrinjaca na tej krivulji
lomljenih zarkov, podaljSanih v premice. Izraza katakavstika in diakavstika
je prvi uporabljal Jakob Bernoulli (1654-1705) leta 1693.

Od kod besede kavstika, katakavstika in diakavstika? Najprej so jih
uporabljali v optiki. Sferi¢na zrcala in le¢e namre¢ vzporednih zarkov ne
zbirajo to¢no v eni tocki, goris¢u, ampak odbiti oziroma lomljeni zarki ogri-
njajo neko ploskev, ki so ji dali ime kavstika, kar je grskega izvora. V grséini
izraza beseda kaustikos nekaj, kar je v zvezi z ognjem in gorenjem, na primer
vrel ali ognjen. Zloglasna beseda holokavst je istega izvora. 7 dodajanjem
grskih besedic kata, kar pomeni med drugim spodaj, dol ali nasproti, in dia,
kar pomeni med drugim prek ali skozi, sta nastali besedi katakavstika in di-
akavstika.? V ravninski geometriji delamo glede tega podobno. Studiramo
odboje in lome svetlobnih zarkov na ravninski krivulji.

Poiskali bomo katakavstiko parabole glede na zarke, ki nanjo vpadajo
pravokotno na njeno geometrijsko os. Zarki, ki padajo na parabolo vzpo-
redno z njeno osjo, se odbijajo skozi gorisce in po drugem odboju potekajo
spet vzporedno z osjo. Drugi tipi na parabolo vpadajoc¢ih zarkov dajo za-
pletene katakavstike. S pridom uporabljamo odbojne lastnosti parabole na
primer pri avtomobilskih zarometih. Spomnimo se na dolge in kratke luci,
kjer s preklapljanjem prestavljamo svetlobni vir iz goris¢a nekoliko vstran.

Vzemimo parabolo II, ki jo dolocata goris¢e F' in vodnica v, in na njej
tocko T', v kateri konstruiramo tangento 7p in normalo vp. Naj bo op
pravokotnica skozi tocko T na os parabole in naj bo wyp zrcalna slika op
glede na normalo vp. Zanima nas, kaj je ogrinjaca druzine {wp: T € IT}.

Za udobno ra¢unanje vzemimo parabolo II v pravokotnem kartezi¢nem

?Katakavstiko lahko opazujemo ob primerni svetlobi v kavni skodelici. Odbiti zarki
se ne zbirajo v eni tocki, v goriscu, ampak vidno oblikujejo krivuljo, ki bi ji lahko rekli
goris¢énica. V bistvu vidimo ravninski presek prave prostorske katakavstike.
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koordinatnem sistemu zy tako, da je njeno teme v koordinatnem izhodi-
§¢u O, njena os sovpada z osjo x, gorisce F' pa lezi na pozitivnem delu osi .
Kot je znano, ima parabola II potem enacbo y? = 2px, kjer je p parame-
ter parabole, to je razdalja goris¢a F' od vodnice v ali pa ordinata tocke
parabole nad gorisc¢em.

T

11 vr

Slika 1. Odboj na paraboli

Za totko T ozna¢imo ordinato s t. Potem je njena abscisa t2/(2p) in s
tem imamo parametrizacijo parabole II:

t2

——— =t teR. 1
5y Y=h € (1)

x
Naklonski kot tangente 7 oznac¢imo z ap. Osnovna geometrijska interpre-

tacija odvoda pove:
dy gy _p
tgar =—=<-==-. 2
sar de = t @)
Premici o in vp se sekata pod kotom agp, prav tako premici vp in wry.
Zato se premici o in wr sekata pod kotom 2a7, premica wr pa ima na-

klonski kot 2ar + 7/2 in s tem smerni koeficient kr = tg(2ar + 7/2) =
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Slika 2. Druzina odbitih premic

—ctg(2ar). Enacba premice wy je seveda

T T o

Z uporabo rezultata (2) lahko hitro izracunamo

£2 — p2
ctg(2ar) = opt (4)

in nato izrazimo enacbo premice wr iz (3):
2p(t? — p?)x + 4p*ty = 3p*t? + 1. (5)
To je enoparametri¢na druzina premic wy. Vemo pa (glej na primer [4]),
da se ogrinjaco enoparametriéne druzine krivulj F(z,y,t) = 0 dobi z izloci-
tvijo parametra t iz sistema enach
oF

F(z,y,t)=0, E(w,y,t}zo. (6)
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Ce pa nam zgornji sistem enacb uspe razresiti na z in 3, dobimo ogrinjaco v
parametri¢ni obliki. V nasem primeru gre to gladko. Najprej z odvajanjem

na parameter ¢ dobimo iz (5) sistem enach:
2p(t* — p?)x + Ap*ty = 3p*t? + t*,
2pta + 2pPy = 3p’t + 2t3.

(7)

Sistem se da lepo resiti po Cramerjevem pravilu in s tem imamo iskano
krivuljo v parametri¢ni obliki:
3t? t(3p* — ¢
GG i 0 S (8)
2p 2p
7 izlocitvijo parametra t iz zgornjih enacb dobimo

xT

54py* = x(9p — 2z)2. 9)

To je enacba iskane krivulje v implicitni obliki. Krivulja je kubicna in
jo imenujemo Tschirnhausova kubika. Ime je vpeljal leta 1900 kanadski
matematik R. C. Archibald (1875-1955), ko je klasificiral kubi¢ne krivulje.
Tschirnhausova kubika je torej katakavstika parabole glede na zarke, ki vpa-
dajo pravokotno na os parabole. V zgodovini matematike je T'schirnhausova
kubika ena prvih krivulj, ki je bila dobljena kot ogrinjaca druzine premic.

S tem ko dani krivulji K poiséemo katakavstiko K', transformiramo kri-
vuljo K v novo krivuljo K’. Ni pa to edini na¢in. Poleg obi¢ajnih transforma-
cij, kot sta razteg in zrcaljenje na kroznici, nove krivulje pridobivamo tudi
na primer z evolutami in evolventami dane krivulje in z drugimi postopki
(glej na primer [2]). Eden preprostejsih postopkov je poiskati dani krivulji
tako imenovano nozis¢éno ali pedalno krivuljo glede na dano tocko N. 7
obratnim postopkom pa krivulji poiS¢emo negativno nozis¢no ali negativno
pedalno krivuljo glede na dano tocko NNV.

Nozis¢éna krivulja ravninske krivulje K glede na totko N v ravnini te
krivulje je mnozica K* pravokotnih projekcij (nozis¢) N* tocke N na tan-
gente 77 krivulje IC, ko dotikalis¢e T" te¢e po K. Obratno pa je K negativna
nozis¢éna krivulja za K* glede na tocko N.

Ocitno je negativna nozis¢na krivulja za krivuljo K£* glede na tocko N
ogrinjaCa druzine pravokotnic v tocki N* krivulje * na premice skozi N
in N*, pri cemer N* # N tece po krivulji K*.

Dokazimo, da je Tschirnhausova krivulja tudi negativna nozis¢na krivu-
lja parabole glede na njeno gorisée F'. To lahko naredimo z metodo elemen-
tarne geometrije, pri cemer upostevamo lastnost parabole, ki pove, da njena
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Slika 3. Tschirnhausova kubika

tangenta v katerikoli tocki T" razpolavlja kot med premico skozi T in F' ter
pravokotnico skozi T na vodnico parabole, ali pa popolnoma racunsko.

Parabola II naj bo postavljena v koordinatni sistem tako kot doslej.
Smerni koeficient premice skozi tocki F(p/2,0) in T(t2/(2p),t) € I je
2pt

b= s

(10)

Zato je enacha pravokotnice skozi T na to premico:

y—t——t2_p2<w—t2>. (11)

2pt

S preureditvijo pa spet dobimo ravno enacbo (5) in za ogrinjaco druzine
takih premic Tschirnhausovo kubiko.

Lastnosti Tschirnhausove kubike lahko poiS¢emo iz njene parametricne
oblike (8) ali implicitne oblike (9). Najprej je o¢itno, da je os x njena si-
metrala, ki jo preseka v tocki D(9p/2,0), ki je edina dvojna tocka Tschirn-
hausove kubike. Ko se parameter ¢ spreminja od zelo velikih negativnih
proti zelo velikim pozitivnim vrednostim, tece ustrezna tocka po Tschirn-
hausovi kubiki iz zelo oddaljene tocke prvega kvadranta in preseka parabolo

86 Obzornik mat. fiz. 56 (2009) 3
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Slika 4. Nastanek noziséne krivulje I iz dane krivulje K glede na tocko N

v tocki @4, preseka abscisno os v tocki D, se spusti v tocko M_, kjer ima na
zanki najmanjso ordinato, nato doseze teme O, potem se dvigne v tocko M,
kjer ima na zanki najvecjo ordinato, nato pa se spusca proti dvojni tocki D
in zopet seka parabolo, tokrat v tocki (Q_, nato nadaljuje pot proti zelo
oddaljenim tockam cetrtega kvadranta.

Brez tezav izracunamo koordinate pomembnih tock in za kateri parame-
ter ¢ jih dobimo:

0(0,0), t=0;

M, (3p/2,p), t=p;
M_(3p/2,—p), t=—p;
Q+(p(9/2+3\/§),p 9+6\/§), t=—pV/3+2V3;
Q- (p(9/2+3V3),—pV9+6V3), t=pV3+2V3;
D(9p/2,0), t=+pV3.
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Izracunajmo kot, pod katerim Tschirnhausova kubika seka sama sebe. 1z (4)
ali pa iz (8) najdemo:
dy p? — t?
dr 2pt
Smerna koeficienta ky tangent na Tschirnhausovo kubiko v tocki D izracu-
namo iz (12) za t = Fpv/3 in dobimo k+ = ++/3/3. To pomeni, da Tschirn-
hausova kubika seka sama sebe pod kotom 7/3, in to neodvisno od parame-

(12)

tra p, torej od oblike parabole II.

V tocki @4 je strmina parabole enaka 1/4/9 + 6+/3, strmina Tschirn-
hausove kubike pa (14 v/3)/v/3 + 2v/3. Kot f3, ki ga oklepata parabola in
Tschirnhausova kubika v tockah @4 in @_, ima za tangens Stevilo
V23 — 3, iz ¢esar dobimo priblizno 3 = 34°16/, prav tako neodvisno od
parametra p.

Iz parametri¢ne oblike (8) Tschirnhausove kubike brez tezav izrazimo
lo¢no dolzino s, plos¢ino S zanke, prostornino V in povrsino P vrtenine, ki
nastane z rotacijo zanke za kot 27 okoli njene simetrale. Dobimo

ds? = dz® + dy?® = (p2 + t2)2dt2. (13)

4pt
Loé¢na dolzina Tschirnhausove kubike od temena O do tocke T, ki ustreza
parametru ¢t > 0, je:

¢
3 2 2 t 2, 42
S(t)=2p/(p +r)dT:2—pz(3p +t%). (14)
0
Iz (9) izrac¢unamo:
9p/2
18p%V/3
(9p — 2 dr = . 15
\/54' / P 2wprde === (15)
Za prostornino V' dobimo
9p/2 5
m 8lmp
=_—— —21)* dz = 1
Vv 51p z(9p — 2x)* dx 35 (16)

povrsino pa lahko izrazimo v obliki
9p/2

/ op — 20)V/T ds (17)

\/5T
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kjer najprej iz (13) izratunamo

3 2px 2 da?
ds? = — (p*+ == ) — 1
T TR (p T3 ) x 18)
in nazadnje dobimo integral
9p/2 )
T 2px 27mp
P=_— -2 24 2 ) de = . 1
6 /(9p x)<p + 3 ) x 1 (19)
0

Za ukrivljenost  in krivinski polmer ¢ = 1/k Tschirnhausove kubike
tudi najdemo preprosta izraza. Uporabimo splosno formulo
a5 — )

NGEE 2

in iz (8) imamo hitro:

4p? 3 (p*+12)° o)
Kk=————, 0= ——F".
3(p? + t2)? 4p3

V posebnih primerih je v tockah O, M, D, Q_,Q:

o0) =", (M) =3p, o(D)=12%, oQ)=0(Q:)=3p(T+4V).

Tschirnhausova kubika ima preprosto enac¢bo v polarnih koordinatah.
Da bi jo izpeljali, postavimo koordinatno izhodis¢e v goris¢e I’ parabole II.
Parabola II s parametrom p ima v polarnih koordinatah enacbo

p

= 22
1 —cosyp (22)

Hessejeva ali normalna enacba premice 7, ki je pravokotna na radij r
parabole v tocki T, ki jo doloca kot ¢, je

p

o ing=————.
T COoSO + ysin T cossd

(23)

Ko ¢ tece po mnozici (—m,0) U (0, 7], dobimo druzino premic {¢r:T € II}
in s splosnim principom, z odvajanjem (23) na parameter ¢, dobimo sistem
enach za iskano ogrinjaco:

xcosd + ysind = L,
1—cosd
G+ 5 psin (24)
—xsin cosd = ————— .
4 (1 —cosd)?
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) ¢'T

Slika 5. Parabola in polarne koordinate

Sistem ima eno samo resitev:

_ p(cosd — cos(26)) p(sind — sin(20))

= 25
(1 —cosd)? 7’ Y (1 — cosd)? (25)
Po faktorizaciji trigonometri¢nih izrazov lahko zapisemo:
psin(36/2 pcos(3d/2

T 2sin?(6/2) 25in3(6/2)

Dobljeni enacbi predstavljata drugo parametricno obliko Tschirnhausove

kubike. Sedaj uvedemo polarni koordinati r in ¢, tako da bo veljalo x =

rcos i, y = rsinw. Najprej imamo:

2 2 2 p? Y
Veljati mora relacija 20 = 30 + m + 2km, kjer je k celo Stevilo. Izberimo
k = —1, tako da velja 2¢p = 3§ — m oziroma § = (2¢ + 7)/3. S tem imamo
2 P2 _ p?

4sin8(p/3 +71/6)  4dcosS(p/3 —7/3)"

(28)
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Enacba Tschirnhausove kubike v polarni obliki je torej

. p
2cos?(p/3 —m/3) "

(29)

Za enkratni sprehod po Tschirnhausovi kubiki vzamemo —7/2 < ¢ < 5m/2.
7 zamenjavo ¢ — m + ¢, kar pomeni zasuk krivulje okoli pola za kot ,
dobimo Se enostavnejso obliko

p

"= 2cos3(p/3) (30)

Za enkratni sprehod po krivulji pa tedaj vzamemo —37/2 < ¢ < 37/2.

Slika 6. Tschirnhausova kubika po enacbi (30) s krivinskimi kroznimi loki

Iz 7ze znanih rezultatov lahko zapisemo koordinate vaznih tock na krivu-
lji:
A(p/270)7 D(_4p7 0)7 M—‘r(_pap)? M—(_p7 _p)

Tockama M. ustrezata polarna kota ¢ = 437 /4 in polarni radij r = pv/2.

Tschirnhausovo kubiko imenujemo tudi Catalanova trisektrisa, ker lahko
z njeno pomocjo razdelimo kot na tri enake dele. Z njo se je namrec¢ ukvarjal
tudi E. Ch. Catalan (1814-1894). Ce sta namre¢ ¢ in r polarni kot in polarni
radij tocke T' na Tschirnhausovi kubiki (30), potem iz enakosti

cos o = 4cos®(p/3) — 3cos(p/3) (31)

sledi relacija

2
cos p = L 3cos(p/3), (32)
T
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iz katere je
2p—rcosp  2p—uw
3r 3

cos(p/3) = (33)
Pri tem je x = 7 cos ¢ abscisa tocke T'. O¢itno lahko konstruiramo kot ¢/3 s
pomocjo pravokotnega trikotnika, ki ima hipotenuzo 3r in eno kateto 2p—x.
Tschirnhausova kubika je le ena od trisektris. Precej znana je tudi Macla-
urinova trisektrisa, ki ima v polarnih koordinatah enac¢bo r = a/ cos(¢/3),
kjer je a pozitivna konstanta. Se nekaj pa jih najdemo na primer v [1, 2].
Nekateri imenujejo Tschirnhausovo kubiko tudi L’Hoépitalova kubika, ker
se je z njo ukvarjal tudi matematik markiz G. F. A. de L’Hopital (1661-1704)
in rezultate objavil leta 1696, kasneje kot Tschirnhaus. Zato je popolnoma
umestno, da so krivuljo, malo pozno sicer, poimenovali po slednjem.
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NOVE KNJIGE

Jernej Kozak: NUMERICNA ANALIZA, Matematika — fizika 44,
DMFA-—zaloznistvo, Ljubljana 2008, 420 strani.

Slovenska matematic¢na literatura je bogatejsa za novo delo z zgornjim
naslovom. Knjiga je izSla v zbirki Matematika — fizika, ki je zbirka uni-
verzitetnih u¢benikov in monografij. Delo spada v to zbirko, ker je prav
to: univerzitetni u¢benik in monografija. Izdajatelja sta Fakulteta za ma-
tematiko in fiziko Univerze v Ljubljani in Drustvo matematikov, fizikov in
astronomov — zaloznistvo. Slovensko numeri¢no literaturo je to delo do-
polnilo na podro¢ju numeri¢ne analize, ki v ozjem smislu vsebuje poglavja:
interpolacijo, aproksimacijo, numeri¢no odvajanje in integriranje ter nume-
ri¢no reSevanje navadnih in parcialnih diferencialnih enacb. Ta poglavja so
bila sicer ze na kratko obravnavana v prvem slovenskem u¢beniku iz nume-
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ricne matematike (Z. Bohte, Numeric¢ne me-
tode, DZS, Ljubljana 1978), vendar na zelo

elementarnem nivoju. Pozneje so izsli v slo- Nurneritna
analiza

Jernej Kozak

venskem jeziku Se trije popolnejsi uébeniki iz
numeriéne matematike, ki pokrivajo nume- | \
ri¢no linearno algebro in nelinearne enacbe: &
7. Bohte, Numericno resevanje nelinearnih
enach (DMFA Slovenije, Ljubljana 1993),
7. Bohte, Numericno resevanje sistemouv li-
nearnih enacb (DMFA Slovenije, Ljubljana
1994) in J. W. Demmel, Applied numerical
linear algebra (STAM, Philadelphia 1997) v
slovenskem prevodu E. Zakrajska, Uporabna

numericna linearna algebra, DMFA Slove-
nije, Ljubljana 2000). O razvoju numeri¢ne matematike na Oddelku za
matematiko FMF je bilo v Obzorniku ze poro¢ano (OMF 54 (2007) 2,
str. 57-62).

Najprej na kratko predstavimo avtorja nove knjige. Jernej Kozak se
je rodil v Ljubljani leta 1946. Matematiko je studiral v Ljubljani, kjer je
diplomiral in leta 1978 tudi doktoriral. Potem se je izpopolnjeval v ZDA
pri znamenitem matematiku Carlu de Booru. Zdaj je redni profesor na
Oddelku za matematiko Fakultete za matematiko in fiziko Univerze v Lju-
bljani. Predava razne numeri¢ne in rac¢unalniske predmete, znanstveno pa
se ukvarja predvsem z interpolacijo in aproksimacijo funkcij, z zlepki v eni
in ve¢ dimenzijah, z geometrijsko interpolacijo krivulj in ploskev s polinomi
in zlepki. Poudarek pri zadnjih raziskavah je predvsem na tezkih problemih
v veC dimenzijah. Kozak je napisal Ze tri u¢benike s podroc¢ja racunalnistva
in je avtor ali soavtor petdesetih znanstvenih in strokovnih clankov, ki so
pogosto citirani v mednarodnih revijah. Avtor je zelo uspeSen mentor mla-
dim. Pri njem je diplomiralo 105 uporabnih matematikov, magistriralo 8
mladih raziskovalcev in trije so ze doktorirali. Njegova raziskovalna skupina
Steje 5 ¢lanov. Pohvalijo se lahko s Stevilnimi znanstvenimi c¢lanki v zelo
uglednih mednarodnih revijah. Trije doktorandi so si ze pridobili uéiteljski
naziv.

Nova knjiga Numericna analiza je primeren ucbenik za predmete, ki
jih avtor predava na drugi in tretji stopnji Studija uporabne matematike na
Fakulteti za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani. Ker pa po vsebini in
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zahtevnosti moc¢no prekaSa programe teh predmetov, je knjiga monografija
z edinstvenim pristopom do problemov numeri¢ne analize in z vso potrebno
matemati¢no strogostjo. Ne nazadnje je monografija lep primer, kako se
v matematiki prepletajo in dopolnjujejo posamezna podrocja, kako npr.
poznavanje funkcionalne analize s pridom uporabimo v numeri¢ni analizi in
kako pomembne so metode numeri¢ne linearne algebre v drugih poglavjih
numeric¢ne analize.

Knjiga Numeriéna analiza obsega skupaj s kazalom, predgovorom, li-
teraturo in stvarnim kazalom Stiri dele z osmimi poglavji na 420 straneh.
Tekst ilustrirajo stevilni primeri, 87 slik in 43 tabel. Pri vseh poglavjih so
dodane naloge, ki pretezno dopolnjujejo obravnavano snov in so praviloma
zelo zahtevne. Razlagi posameznih numeri¢nih primerov so dodani vec-
barvni diagrami, ki zelo olajSajo razumevanje snovi. Posebnost tega dela
je avtorjevo staliSe, da je osnova numeri¢ne analize abstraktna aproksi-
macija, zato najprej pripravi potrebno teorijo, ki jo v naslednjih poglavjih
dosledno uporablja. Zaradi tega se je treba pri razumevanju novih spoznanj
pogosto sklicevati na pripravljeno osnovo. Nekatere izpeljave so dolge in
zahtevne, kar zahteva od bralca aktivno sodelovanje. Podrobna razlaga po-
sameznih korakov pa bi seveda zelo povecala obseg ze tako obseznega dela.
Zelo pohvalno je Kozakovo dosledno obravnavanje napak, ki so neogibne
pri numeri¢nem reSevanju problemov. Dodajmo Se, da je delo napisano v
lepem, a tudi izvirnem jeziku. Kot se pricakuje od matemati¢nega teksta,
je delo napisano zelo skrbno, brez nepotrebnih spodrsljajev.

Zdaj pa na kratko opiSimo vsebino dela. V prvem delu Aproksima-
cija in interpolacija postavi avtor najprej temelje abstraktne aproksimacije,
tj. aproksimacije elementa abstraktnega linearnega prostora z elementi iz-
branega podprostora. Pri tem je zelo pomembna izbira baze v prostoru,
zato avtor navede nekaj baz, ki jih pogosto uporabljamo, in analizira nji-
hove lastnosti. Podrobno obdela osnovni problem eksistence in enoli¢nosti
elementa najboljSe aproksimacije. Posebej obravnava enakomerno aproksi-
macijo in aproksimacijo po metodi najmanjsih kvadratov. Tudi v poglavju
o interpolaciji avtor najprej formulira problem abstraktno, nato pa obdela
konkretne primere. Tako obravnava polinomsko interpolacijo, iterativno in-
terpolacijo in interpolacijo z raznimi tipi zlepkov: z odsekoma linearnimi
zlepki, kubi¢nimi zlepki in B-zlepki.

Drugi del knjige je posveéen numeri¢nemu odvajanju in integriranju.
Najprej je na kratko omenjeno racunanje odvodov funkcije, ki je podana z
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vrednostmi v posameznih tockah. Tu avtor s pridom uporablja interpola-
cijo z zlepki, ki jo je pripravil v prvem delu. Nato pa izpelje vrsto formul
za numeri¢no odvajanje v zakljuc¢eni obliki, ki se uporabljajo pri numeric-
nem reSevanju diferencialnih enacb. Pri poglavju o numeri¢nem integriranju
avtor obravnava konvergenco splosnih integracijskih pravil. Obsirno obdela
osnovna in sestavljena Newton-Cotesova integracijska pravila s strogo obrav-
navo napak. Posebej obravnava tudi zelo u¢inkovito Rombergovo metodo.
Pomemben poudarek daje avtor integracijskim pravilom Gaussovega tipa
in rac¢unanju singularnih integralov ter integralov na neomejenem intervalu.
Rac¢unanju veckratnih integralov pa se je avtor odpovedal zaradi ze tako
povecanega obsega dela.

Tretji del knjige obravnava numeri¢no reSevanje navadnih diferencialnih
enacb. Avtor se najprej loti reSevanja sistemov enaCb prvega reda. Pri
tem dosledno uporablja vektorsko obliko zapisa enacb in metod. Za raz-
lago potrebne teorije uporabi nekaj preprostih metod, ki so zasnovane na
formulah prej$njega poglavja. Definira lokalno in globalno napako in strogo
obravnava konvergenco metode. Podrobneje obdela enoclenske metode tipa
Runge-Kutta in linearne veccélenske metode. Pri zadnjih se loti povezave
pojmov stabilnosti, konsistence in konvergence. Dodatno se dotakne zace-
tnih problemov pri ena¢bah visjih redov. Veliko pozornost je Kozak posvetil
robnim problemom pri navadnih diferencialnih enacbah. Obravnava pre-
vedbo robnih problemov na zacetne in reSevanje z diferenéno metodo. Tudi
kolokacije se bezno dotakne, prav tako variacijskega problema in problema
lastnih vrednosti diferencialnega operatorja.

Zadnje poglavje je posveteno numericnemu reSevanju parcialnih diferen-
cialnih enacb. Po obvezni klasifikaciji teh enac¢b se predvsem posveti rese-
vanju z metodo kon¢nih diferenc. Pri reSevanju enacb elipti¢nega tipa si za
razlago metod izbere Poissonovo enacbo. Podrobno obravnava iteracijske
metode reSevanja sistema linearnih enacb, ki ga dobimo pri diskretizaciji
Laplaceovega operatorja. Pomemben dodatek v tem poglavju je razlaga
novejsih ve¢mreznih metod. Avtor omenja Se nekaj drugih znanih metod.
Pri enacbah paraboli¢nega tipa je pomembno lociti eksplicitne in implicitne
metode zaradi stabilnosti. Tudi tu Kozak poveze pojme stabilnosti, kon-
sistence in konvergence. Pri enacbah hiperboli¢nega tipa pa avtor najprej
obravnava advekcijske in druge enacbe prvega reda, nato pa razlozi dife-
ren¢no metodo in metodo karakteristik za resevanje valovne enacbe. Zaradi
omejenega obsega se avtor odpove metodam konénih elementov, ki so za-
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snovane na variacijski formulaciji. Te bi namre¢ zahtevale poseben ucbenik.

Ob koncu lahko se enkrat pohvalimo avtorjev izbor snovi, zelo skrbno
in dosledno strogo obravnavanje zahtevne teorije in dragocene napotke za
dejansko resevanje zajetih problemov, saj je dodanih nekaj pomembnejsih
uporabnih algoritmov. Delo bodo s pridom uporabljali slusatelji numeri¢nih
predmetov in uporabniki, ki pri svojem delu naletijo na katerega izmed
obravnavanih problemov.

Knjigo lahko narocite pri DMFA—zaloznistvo po ¢lanski ceni 30,39 EUR.

Zvonimir Bohte

Peter Semrl: OSNOVE VISJE MATEMATIKE I, Izbrana po-
glavja iz matematike in racunalnistva 45, DMFA—zaloznistvo, Lju-
bljana 2009, 280 strani.

Pri pisanju u¢benikov in drugih tekstov
smo matematiki zavezani matematicni ko-
rektnosti. Zapisani besedi naj se ne bi moglo
oc¢itati dvoumnosti ali celo nepravilnosti. Ta
razumljiva zahteva je lahko tudi ovira. Ka-
dar Zelimo pojasniti intuitivno ozadje kon-
ceptov, vcasih tvegamo krsitev standardov
matematiéne strogosti. Ali lahko uc¢benik
napiSemo matematicno korektno, hkrati pa
dostopno razmeroma Siroki populaciji in v
neformalnem slogu? Prav gotovo to ni lahko.
Knjiga Petra Semrla pa dokazuje, da je iz-
vedljivo.

Ucbenik je v prvi vrsti namenjen Studen-
tom naravoslovja in tehnike ob njihovem prvem srecanju z visjo matematiko.
Razdeljen je na pet poglavij: 1. Stevilske mnozice, 2. Vektorji, 3. Sistemi
linearnih enacb, 4. O funkcijah, 5. Pregled elementarnih funkcij. Vsako
poglavje se konc¢a s podpoglavjema ,Povzetek” in ,Zahtevnejse branje“ (le
tretje poglavje je brez slednjega). V prvem je podana zgo$tena obnova posa-
meznega poglavja, drugo pa je pisano za bralce z nekaj ve¢ matematicnega
posluha.

Besedilo se bere kot zgodba. Sprosceno in tekoce. Zivahen stil popestrijo
Se Stevilne slike. Ni stroge delitve na definicije, izreke in dokaze. Novi pojmi
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so uvedeni z enostavnimi primeri. Nasploh je motivaciji za obravnavo vsake
teme posvecCena izjemna pozornost. Zgledi niso vzeti le iz matematike in
fizike, temvec tudi iz biologije, ekonomije itd. Avtor je razumevajo¢ do
bralca, ki z matematiko nima posebnega veselja, a se ji ne more izogniti.
Prav nobena razlaga mu ni odvec¢. Zakaj je odstevanje celih Stevil definirano
tako, da je 5 — 7 enako —2 in ne kako drugace? Zakaj je stevilo —4 manjse
od stevila —27 In Se marsikaj, kar obicajno jemljemo kot samoumevno, je
pojasnjeno na preprost in neposreden nacin. Gotovo bodo med bralci tudi
taki, ki jim te razlage niso potrebne. A tudi zanje bo pomembno sporocilo
tega pisanja: ¢e zelimo matematiko zares razumeti, se moramo vprasati o
smislu in pomenu vsakega matemati¢nega pojma.

Knjiga bo izvrsten u¢benik za Studente naravoslovnih in tehniskih fakul-
tet. Zaradi jasne razlage ga bodo lahko uporabili tudi za samostojen Studij,
ne le kot dopolnilo k predavanjem. Ceprav knjiga ni namenjena studentom
matematike, bo kot vzporedni uc¢benik prav prisla tudi njim. Nasli bodo po-
jasnila za enostavne stvari, ki se jih matematikom praviloma ne ,spodobi*
razlagati. A Sele razumevanje na osnovni ravni omogoca poglobljen studij.
Kot pravi avtor v predgovoru: ,,Upam, da bodo ob njej lazje in hitreje ra-
zumeli potrebo po matemati¢ni strogosti, ki sicer prezema njim namenjene
matematic¢ne tekste.“ Naposled pa menim, da bo knjiga prisla prav tudi
nam, profesorjem matematike; morda vsaj kot opomin, kako se moremo
prilagoditi tisti ve¢ini Studentov, ki jim znanje in razumevanje matematike
ni eden pomembnejsih zivljenjskih ciljev.

Knjigo lahko narocite pri DMFA-zaloznistvo po ¢lanski ceni 19,99 EUR.

Matej Bresar

Janez Strnad: FIZIKI — 6. DEL, Modrijan zalozba, Ljubljana
2008, 208 strani.

Nedavno je pri zalozbi Modrijan izsla ze Sesta knjiga iz zbirke Fiziki,
v kateri avtor Janez Strnad opisuje zivljenje in delo znanih fizikov. V (za
zdaj) zadnjem delu avtor izstopi iz okvira klasi¢ne definicije fizika in obrav-
nava kar nekaj osebnosti, ki jih na prvi pogled ne bi uvrstili v tako knjigo.
Avtor se tega zaveda in sam pravi, da se pocuti nelagodno, e si fizika la-
sti nekaj, kar ni njeno. Vendar kmalu razlozi, da tokrat pridejo na vrsto
tisti raziskovalci, katerih zanimanje sicer ni bilo omejeno zgolj na fiziko, so
pa kljuéno prispevali k razvoju fizike, kakrsno poznamo danes. Tako med
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drugim beremo o druzini Bernoulli, Eulerju,
Lagrangeu, Laplaceu in Fourieru, pa tudi o
Hamiltonu, Ohmu, Teslu, Jukavi in Saganu,
ce jih izpostavim le nekaj.

Po obliki knjiga sledi svojim predhodni-
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cam: najprej spoznamo zivljenje fizika in

okolisc¢ine, ki so klju¢no vplivale na njegovo
delo, nato sledi njegov (ali njen) prispevek
k fiziki. Ob branju knjige tako izvemo tudi
marsikaj o zgodovinskih dogodkih, spozna-
vamo razmere v takratni druzbi in kako sko-
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strokovni dosezki in navrzena je kaksna zanimivost. Izvemo, da je bil Fou-

raj neizogibno na znanost vpliva politika.
Poleg osnovnih fizikalnih idej in spoznanj

posameznika so praviloma opisani tudi drugi

rier tisti, ki je uvedel zahtevo, da se enote na obeh straneh ena¢be ujemajo,
c¢udimo se ob Teslovem komuniciranju z marsovci ter nasmejimo dejstvu, da
je Laplace v svojih delih uporabljal besedno zvezo ,lahko je uvideti®, kar je
ze takrat pomenilo ure in ure dodatnega racunanjal

Za branje te knjige poznavanje fizike ni nujno potrebno, je pa koristno.
Avtor sicer ve¢inoma razlozi, za kaksna odkritja gre, ima pa nedvomno svoj
car, ko prepoznavamo osebe, katerih imena smo slisali med ucenjem Fizike I
in 17, ali pa ko zaénemo brskati po spominu ,odkod ga Ze poznamo?“ Sele
s poznavanjem osnovnih fizikalnih (in matemati¢nih) zakonov se resni¢no
zavemo brezcasnosti in uporabnosti odkritij ter lahko razumemo vpliv, ki
so ga imeli ti vsestranski raziskovalci na kasnejsi razvoj znanosti.

Pricujoce delo je rezultat obseznega prebiranja zapisov in preverjanja
njihove zanesljivosti, kar ni enostavno delo. Pozoren bralec bo sicer opazil,
da se je v knjigo prikradlo nekaj drobnih napak, vendar zato ni knjiga nic¢
manj zanimiva ali privla¢na za branje. Pravzaprav s svojo vsebino kar
vabi tudi matematike, da jo preberejo, saj gresta — kot ta knjiga nedvomno
dokazuje — fizika in matematika z roko v roki bolj, kot si véasih mislimo.

Knjigo lahko narocite pri DMFA-zaloznistvo po ¢lanski ceni 22,39 EUR.

Mojca Vilfan
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OSNOVNI NABOJ IN SUM
JANEZ STRNAD

Fakulteta za matematiko in fiziko
Univerza v Ljubljani

PACS: 07.50.Hp, 01.65.+g

Ceprav je Sum pri prenaSanju sporocil nadlezen, neposredno opazovanje Suma omogoci
merjenje nekaterih koli¢in. Po preprosti poti izpeljemo nekaj osnovnih enacb za Sum.
Kot zgled obdelamo merjenja osnovnega naboja s Sumom. Ta merjenja imajo zanimivo
zgodovino.

ELEMENTARY CHARGE AND NOISE

Although noise is an inconvenience in information transmission, direct observation of
it enables one to measure some specific quantities. In a simple way some basic equations
concerning noise are derived. As an example the measurements of elementary charge by
way of noise are considered. These measurements have an interesting history.

Uvod

Stevilni uébeniki fizike opisejo, kako je Robert Andrews Millikan s sode-
lavcem v letih od 1910 do 1913 opazoval kapljice med vodoravnima ploS¢ama
kondenzatorja in izmeril osnovni naboj. Veliko manj znano je, da so v letih
od 1920 do 1925 osnovni naboj izmerili tudi s Sumom. Zanimivi na¢in mer-
jenja pokaze, da je lahko ,Sum signal®, ¢eprav je pri prenaSanju sporocil le
nadloga. Prek Suma je namre¢ mogoce izmeriti koli¢ine, ki se v povprecjih
sploh ne pojavijo. S Sumom na primer ugotovijo, da v sklenjenem elektric-
nem krogu pri zelo nizki temperaturi med superprevodnikom in navadno
prevodno kovino naboj prehaja v parih —2eq, ¢e je ey osnovni naboj [1].
Tu ne bomo segali v kvantno fiziko, ampak se bomo v klasicnem okviru
dotaknili merjenja osnovnega naboja s Sumom.

Sum je prvi sistematiéno obravnaval leta 1918 Walter Schottky iz labora-
torija druzbe Siemens [2]. Zanimalo ga je delovanje vakuumskih elektronk,
ki so jih zaceli na veliko uporabljati. V diodi iz katode izhajajo elektroni z
nabojem —eq ter potujejo proti anodi. Vsi elektroni so enaki in izstopajo
iz katode in potujejo na anodo neodvisno drug od drugega. Pri tem mora
biti tok nasi¢en, da anoda posrka vse elektrone, ki izstopijo iz katode. Pri
nizji anodni napetosti prostorski naboj okoli katode zavraca elektrone in se
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ti ne gibljejo neodvisno drug od drugega. V povprec¢ju po dolgem ¢asu meri
tok na anodo I. V kratkem éasu At pa je povprecni tok I. V tem casu
bi v povpreéju na anodo priteklo TAt/eq elektronov, pritece pa jih IAt/eg.
Za §tevilo neodvisnih elektronov, ki pritecejo na anodo, velja Poissonova
porazdelitev. Enaka porazdelitev velja tudi za sStevilo delcev, ki jih v ¢asovni
enoti izseva radioaktivni izvir. Za Poissonovo porazdelitev je znacilno, da
je povprecéni kvadrat odmika Stevila delcev od povprecja enak povprecnemu
Stevilu delcev:

) <IAt IAt>2 TAt
ON = — = .

€0 €0 €0

Zvezo delimo z (At/eg)? in dobimo povpreéni kvadrat odmika toka:

o T 59 7 2 el

JI—(I—I)Q—IZ—I—E. (1)
To je Schottkyjeva enacba, ki velja za Poissonov sum. Enacba kaze, da je
Sum toka, kakor imenujemo fluktuacije toka, to je naklju¢ne odmike toka od
povprecnega toka, povezan z dejstvom, da je naboj razdeljen na nedeljive
enote. Suma ne bi bilo, ¢ bi bilo naboj mogoce neomejeno deliti, kakor
so mislili v ¢asu ,elektricnega fluida“. Schottkyjevo ime Schrotrauschen in
anglesko ime shot moise opozarjata na to, da naboj sestavljajo enote, ki
spominjajo na Sibre ali majhne izstrelke.

Osnovne enacbe

Splosna razprava pripelje do koristnih enac¢b [3]. Zamislimo si fizikalni
sistem, ki iz okolice sprejema med seboj enake, po ¢asu naklju¢no porazde-
ljene drazljaje, ki jih imenujmo dogodki. Odziv sistema na dogodek opisemo
z Af(t), ce je A jakost odziva in f(t) osnovni odziv sistema. V povprecju
po dolgem ¢asu se nabere B dogodkov na sekundo. V casu dt’ se je tako
v celoti nabralo Bdt' dogodkov. Za povprecéno stevilo dogodkov ob casu t”

dobimo:
t"’ o
/ BAF(' —¢)dt' = AB[£(t) dt, ()
—00 0

ko v prvem integralu vpeljemo novo spremenljivko t =t — /.
Pois¢imo za ta primer Se povprecni kvadrat odmika. Pri Poissonovi
porazdelitvi lezi ob ¢asu dt’ stevilo dogodkov med B dt' — v/ Bdt' in Bdt' +
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VBdt'. Odziv na te dogodke v ¢asu t” se spremeni za VB dt'Af(t" —t').
Prispevki iz razlicnih ¢asovnih intervalov so med seboj neodvisni, zato je
povprecje kvadrata odmika ob casu t”:
" 00
o2 = / Bl A2f2(1" — ') = A’ / F2(1) dt. (3)
—00 0

Povprecni kvadratni odmik je v taki splosni zvezi ze leta 1909 obdelal
N. Campbell, ko je raziskoval nezvezne pojave in posebej nezveznosti pri
sevanju svetlobe [4]. Zato ena¢bo (3) vcasih imenujejo Campbellov izrek.
Pri elektronih, ki priletijo na anodo v diodi, je B = N = I/eg in A = ey,
tako da je AB =1 in A’B = Iey.

V nadaljevanju razis¢imo, kako se odzove na elektrone, ki priletijo na
anodo, nihajni krog. Na diodo vzporedno priklju¢imo kondenzator s ka-
paciteto C ter tuljavo z induktivnostjo L in uporom R. Ta nihajni krog
ima lastno krozno frekvenco wy = 1/v/LC in koeficient dusenja 3 = sR/L.
Dusenje naj bo tako sibko, da lahko krozno frekvenco duSenega nihanja
\/wg — 32 nadomestimo z wy. Dogodek, to je oster napetostni sunek, vzbudi

v krogu duseno nihanje napetosti (eg/C)e " cos(wot). Z osnovnim odzivom
oo

f(t) = (1/C)e P cos(wot) dobimo [ f2(t)dt = [(1/C)%e?5 cos?(wot) dt =
0 0

(L/C?R)((R/woL)? +2)/((R/woL)? +4) ~ L/(2C?R). Z A?B = eyl sledi

povprecni kvadrat odmika napetosti:

QOTL

2C2R° )

V primeru, da velja U = 0, je lej = U2. V magnetnem polju v tuljavi na-

of =

kopicena energija je v povpre¢ju enaka v elektri¢cnem polju v kondenzatorju
nakopiceni energiji: LI? = CUZ2. S tem iz enacbe (4) sledi za povpreéni
kvadrat odmika toka: _
60[

: 5
2CR (5)
Enacbo (5) izkoristimo, da pridemo do spektralne gostote. Opremo se

o} =

na Parsevalovo enacbo, ki povezuje odziv f(t) z njegovo Fourierovo trans-

formiranko F(w) = (2m)~Y/2 [ f(t)e™tdt:

/!f(t)\zdt = 2/\F(w)]2dw.
0 0
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Pri tem smo dopustili moznost, da opiSemo odziv s kompleksno funkcijo
f(t). Vizrazu |F(w)|? spoznamo spektralno gostoto. Z enacbo (3) sledi:

Ac? = 2A°BAv = 2egIAv . (6)

To ustreza enacbi (1), ¢e obratno vrednost ¢asa opazovanja nadomestimo z
dvojno $irino pasu frekvenc, na katere se odzove nihajni krog: 1/At = 2Aw.
Spektralna gostota ni odvisna od krozne frekvence, spekter Poissonovega
Suma je bel.

Enac¢ba (6) nas napelje na daljsi racun. Kompleksno napetost U komple-
ksna impedanca Z(w) poveze s kompleksnim tokom I takole: U = Z(w)I. 1z

_ 0
zveze sledi za povprecni kvadratni odmik napetosti: 0[2] =2e0! [|Z [2dv =
0

_ oo
(eol/7) [ |Z|*dw. Tuljava z uporom ima impedanco R + iwL in konden-
0
zator impedanco 1/(iwC'). Obratna vrednost impedance njune vzpore-

dne vezave je 1/Z = 1/(R 4 iwL) + iwC. To da impedanco Z = (R +
iwL)/(1 — w?LC + iwCR). Za kvadrat njene absolutne vrednosti dobimo
|Z]? = (R? + w?L?)/((1 — LCw?)? + C?R%w?) = (22 + r?)G(z) /(w3 C?), ce
vpeljemo x = w/wq in r = R/woL ter G(x) = 1/((1—x2)2+r22?). Nazadnje

o0

imamo of, = (eol /mwoC?) [ (2% 4+ r?)G(z) dx.
0
o0
V integralu [22G(z) dx vpeljemo novo spremenljivko 1/ in ugotovimo,
0
[e.e] —
da je enak integralu [G(z)dz. To pripelje do o2 = (eol/mwoC?)(1 +
0

oo
r?) [G(z) dz. Integral izracunamo po obicajni poti tako, da kvadratni iz-
0

raz v imenovalcu razcepimo, in dobimo za vrednost integrala %ﬂ'/ r. To da
0% = eoll(147?)/(2C*R). V nihajnem krogu s ibkim dusenjem smemo r?
zanemariti proti 1 in sledi enac¢ba (4). S tem smo si pripravili vse potrebne
enacbe.
Schottky je tok skozi diodo in nihajni krog razvil v Fourierovo vrsto
oo
in naletel na integral f G(x)dx. Zanj pa je izra¢unal napacno vrednost
0
2m/r? [2]. To je povzrocilo precej zapletov [5]. Po napaénem raéunu naj

bi veljalo a? = eplwg, kar bi pomenilo, da je spektralna gostota odvisna
od frekvence in Poissonov Sum ni bel. Napako je popravil in navedel pravo
vrednost integrala 7/(2r) leta 1922 John Bertrand Johnson iz druzbe Bell
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Telephone [6]. Odklonil je tudi Schottkyjev razvoj neurejeno se spremi-
njajocega toka v Fourierovo vrsto. Popravek je pripeljal do znane enacbe
(4). Schottky je popravek sprejel in navedel bliznjico do prave vrednosti
integrala [7]. Ob tem je popravil e drugo napako iz svojega prvega ¢lanka.

Merjenje

Schottky je Ze spocetka nacrtoval, da bi z merjenjem Suma ugotovili
osnovni naboj. Merjenja se je leta 1920 lotil njegov asistent C. A. Hart-
mann v Raziskovalnem laboratoriju druzbe Siemens & Halske [4]. Meril je
Poissonov Sum posebne za ta namen izdelane diode pri frekvencah od 250
do 2500 s~! ob pettisockratni ojacitvi. Spremenljivo jakost zvoka, ki ga je
dal ojaceni Sum v telefonski slusalki, je primerjal z jakostjo zvoka, ki ga
je dal znani izmeni¢ni tok z enako frekvenco. Tako je kot prvi opazoval
Sum. Z napacno Schottkyjevo vrednostjo integrala pa je dobil od stokrat do
tisockrat premajhen osnovni naboj. Izid je tem bolj odstopal od pricakova-
nega osnovnega naboja, ¢im vecja je bila frekvenca. Hartmann je raziskal,
ali utegne biti velikega odstopanja krivo uporabljeno vezje. Nazadnje se je
pridruzil Schottkyjevi razlagi, da elektroni iz katode izstopajo v grucah in
niso neodvisni drug od drugega. Enako kot Schottky je moznost, da obsta-
jajo delci z delom osnovnega naboja, omenil samo mimogrede. Schottky je
skoraj obupal nad nadaljnjim obravnavanjem Suma. To je eden od maloSte-
vilnih primerov v razvoju fizike, ko je racunska napaka pripeljala do resnih
nacelnih tezav in za dalj casa zavrla razvoj.

Tezave je odpravilo Johnsonovo opozorilo [6]. Johnson je tudi ugotovil,

'Po zanimivi poti je enacbo (4) izpeljal R. Fiirth [8]. Privzel je, da elektroni prihajajo
v enakomernih ¢asovnih razmikih 7 na anodo, ki je povezana z elektrodo kondenzatorja.
V nihajnem krogu sprozi vsak elektron nihanje naboja. Opazujmo elektron n in elektron
n — 1 pred njim:

(R/2L)(t—nT) (R/2L)(t—(n—1)T)

e = ege sin(wo(t —n7)) + ege sin(wo(t — (n —1)7)) + - -

Kdo bi ugovarjal, ¢es da naboj ne more biti manjsi od osnovnega naboja. Vendar je treba
upostevati, da gibanje elektrona z influenco izzove premik drugih elektronov v sosednjih
prevodnikih. Nihanja so nekoherentna, zato sestejemo povprecne kvadrate:

— 1 —(R/L)nr _ 1 2 1 1, L eolL
3 _ - — e T Zg2
© _2%;6 291 —eR/L = 3R; T oR -

Upostevali smo izraz za vsoto geometrijskega zaporedja, §ibkost dugenja in zvezo eo /7 = I.
Enacba o2 = C?0 pripelje do enacbe (4).
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da Hartmannova merjenja s popravljeno enac¢bo pri veliki frekvenci dajo
pravo velikostno stopnjo osnovnega naboja. Fiirth je kritiziral primerjavo
dveh razli¢nih vrst zvokov prek slisnega vtisa [8] in menil, da je za odvisnost
od frekvence kriva znacilnost usSesa. Na novo je analiziral Hartmannove
rezultate in enako kot Johnson ugotovil, da dajo pravo velikostno stopnjo
osnovnega naboja.

Ponovnega merjenja osnovnega naboja s Poissonovim Sumom sta se leta
1925 lotila A. W. Hull in N. H. Williams iz Raziskovalnega laboratorija
druzbe General Electric [9]. Zanimalo ju je, koliksen del suma v tedanjih
radijskih sprejemnikih odpade na Poissonov Sum. Ugotovila sta, da je treba
upostevati le Poissonov Sum. Dotlej se je elektronika precej razvila in sta
lahko merila pri visji frekvenci 0,75 MHz. Na plosci kondenzatorja v nihaj-
nem krogu, povezanem z diodo, sta prikljucila stiristopenjski ojacevalnik. V
njem sta na nov nacin uporabila §tiri triode iz vrste, ki so jo kot eno od prvih
razvili v General Electric (slika 1). Nihajni krog in ojacevalnik sta z bakreno
kletko in Se s kletko iz Zelezne mreze zas¢itila pred motnjami iz okolice. Oja-
¢eno napetost sta usmerila in merila z enosmernim merilnikom na obmod¢ju,
na katerem je bil odklon sorazmeren s 0[2]. Merila sta efektivno napetost
navzdol do 10~* V. Nihajni krog se je odzval na §um na ozkem frekvenénem
pasu in ojacevalnik ga je ojacil, a ne vseh frekvenc na pasu enako. Zato

sta vpeljala ojacevalni koeficient kot O? [ 22G(z)P(z)dxz/(w/2r). Pri tem
0

je O najvecje ojacenje in P(x) < 1 uposteva frekvenéno odvisnost, ki sta jo
ugotovila z merjenjem in integral numeri¢no izrac¢unala. Skrbno sta izmerila
elemente nihajnega kroga R, L, in C, kar je bila dokaj zahtevna naloga. Ko-
eficient O sta dolocila in hkrati umerila enosmerni merilnik tako, da sta na
vhod ojacevalnika prikljucila sinusno napetost z znano efektivno vrednostjo
in krozno frekvenco wy. Za osnovni naboj sta dobila 1,586 - 1071 As, kar je
bilo le za 0,3 % manj od Millikanovega izmerka 1,591 - 1019 As. Omenila
sta, da bi bilo mogoce precej izboljsati natanénost.

Zatem nekaj ¢asa ni bilo poskusov, da bi osnovni naboj izmerili s Su-
mom. V tem Casu pa so pogosto merili na obmocju prostorskega naboja, na
katerem anoda ne posrka vseh elektronov. Ze Hull in Williams sta opozo-
rila, da je Sum v tem primeru manjsi kot pri nasi¢enem toku. Te rezultate
je bilo mogoce neposredno izkoristiti pri gradnji elektronk.

Novega merjenja se je lotil L. Stigmark z Oddelka za fiziko univerze v
Lundu leta 1952 [10]. V tem ¢asu je elektronika naredila Se korak naprej.
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Slika 1. A. W. Hull in N. H. Williams sta leta 1924 opazovala Sum na posebej za to
izdelani diodi (skrajno levo). Med anodo in katodo sta zvezala kondenzator s kapaciteto C'
ter tuljavo z induktivnostjo L in uporom R (levo). Kondenzator sta prikljucila na vhod
Stiristopenjskega ojacevalnika (desno). V ojafevalniku sta uporabila elektronke, ki so
bile tedaj pomembna novost, a so jih do danes popolnoma izpodrinili polprevodniski
elementi. Napravo sta zaprla v bakrene skatle in obdala z Zelezno mrezo, da sta se izognila
motnjam [9].

Uporabil je posebno diodo z dolgo volframsko katodo, ki jo je kot obroc¢
obdajala anoda. S tem je dosegel, da povecanje anodne napetosti v diodi ni
vplivalo na izid merjenja. V posebej za ta namen izdelanem ojacevalniku,
ki je imel tri med seboj lo¢ene in proti zunanjim motnjam zaSCitene dele,
je uporabil sedem pentod. Delal je pri frekvencah okoli 0,6 MHz. Ojaceno
napetost je nazadnje meril s termoelementom. Podobno kot Hull in Williams
je merilnik umeril z izmeni¢no napetostjo z znano efektivno vrednostjo pri
frekvenci wg. Uposteval je tudi termicni sum. Vsakemu nihajnemu naéinu v
povprecju ustreza energija kg1 z Boltzmannovo konstanto kg, kar pripelje
do o, = 4kpT RAv. Impedanca nihajnega kroga (R +iwL)/(1 —w?*LC +
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iwCR) v resonanci pri w = wp preide v (R +iwL)/(iwCR) z realnim delom
R, = L/(CR). Za sum v nihajnem krogu, ki se na frekvenénem pasu s
Sirino 4R, C' vede kot upor R,, neodvisen od frekvence, sledi po zgledu (4)
o%r = 2e0l R?2/(4R,C) = 4kpTR,/(4R,C) = kgT/C. To je bilo treba
dodati Sumu 02U. Tudi Stigmark je skrbno izmeril elemente nihajnega kroga
R, L, in C. Nazadnje je dobil za osnovni naboj 1,5991 - 0719 As, kar se na
0,2 % ujema z danasnjo vrednostjo 1,602176487 - 10~19 As.

Pozneje merjenje osnovnega naboja s Sumom ni moglo tekmovati z naci-
nom, pri katerem dobijo osnovne konstante z metodo najmanjsih kvadratov
iz vecjega Stevila merskih podatkov. Merjenja osnovnega naboja s Sumom
so se preselila v studentske laboratorije [11]. Pri tem so elektronke nado-
mestili polprevodniski elementi. Studenti pri teh poskusih spoznajo delo z
elektronskimi napravami in se seznanijo s fluktuacijami.
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Zapis na kratko poroca o poskusu, pri katerem so ocenili zmoznosti amerigkih in ki-
tajskih novincev na univerzi pri fiziki. Pri tem so v prvem koraku ugotavljali vsebinsko
znanje mehanike in elektromagnetizma ter v drugem zmoznost naravoslovnega razmislja-
nja. V prvem koraku so se Kitajci, ki so imeli v srednji Soli veliko fizike, odrezali veliko
bolje od Americanov. V drugem koraku pa med obojimi ni bilo razlike. Ali izidi lahko
dajo koristne namige za ucitelje fizike na nasih srednjih Solah?

CONTENT KNOWLEDGE AND SCIENTIFIC REASONING

An experiment in which the abilities of American and Chinese freshmen in physics
were assessed is briefly reported. Thereby in the first step content knowledge in mecha-
nics and electromagnetism and in the second step the ability of science reasoning were
established. In the first step the Chinese, who have had much more physics in high school,
scored much better than Americans. In the second step there was no difference. Can the
results give useful clues for physics teachers in our high school?

V naravoslovni metodi, ki jo fiziki uporabljamo pri raziskovanju narave,
novo zamisel navadno oblikujemo kot kvantitativno napoved. Napoved pre-
izkusimo z merjenjem pri poskusih v nadzorovanih okolis¢inah. Zamisel, ki
se ne sklada z dobljenimi izidi, zavrzemo ali prilagodimo. Objavljen ¢lanek
o tem omogoci, da poskus v enakih okoli§¢inah ponovijo v drugem labora-
toriju. Zamisli, ki ustrezajo tem zahtevam, dodamo obstojeCemu znanju,
ki nikoli ni dokon¢no. Nekateri posebej poudarjajo, da je za naravoslovje
znacilno, da v njem trditev ni mogoce dokazati, lahko jih le ovrzemo.

Na vseh stopnjah poucevanja danes izvajajo poucevalske poskuse, da bi
izboljsali uc¢inkovitost poucevanja, in o njih poroc¢ajo v strokovnih revijah.
Pri poskusih ugotavljajo — ,merijo* — odziv ucencev, dijakov in Studentov
na poucevanje, njihovo znanje, razumevanje in navade ter drugo, kar je po-
vezano s poucevanjem. Izidi poskusov naj bi omogocili boljse razumevanje
poucevanja in ucCenja ter pripeljali do izboljsav. Poskusi te vrste se med
seboj znatno razlikujejo in segajo od anket in izpolnjevanja vprasalnikov
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prek resevanja pisnih ra¢unskih nalog in kvalitativnih vpraSanj do Student-
skih poskusov v laboratoriju in pogovorov s posameznimi zastopniki skupin.
To so poskusi z ljudmi, ki sodijo v znanosti o ljudeh in druzbi, kot so psi-
hologija, sociologija ter pedagogika in specialna pedagogika ali didaktika
(poimenovanje ni enotno). Teh poskusov ni mogoce izvajati podobno, kot
poskuse izvajajo raziskovalci v fiziki.! Izide ponavadi statisti¢no obdelajo
in navedejo povprecja.

Poskusi z ljudmi so povezani z znacilnimi tezavami. Poskusi naj ne bi
Skodili udelezencem. Pojavi se vprasanje, kako izbrati sestavo in Stevilo
udelezencev v glavni in v kontrolni skupini. Kdo naj v njiju uéi ter kdo
in kako ocenjuje izide? Izidi so lahko odvisni od Stevilnih dejavnikov, od
nacina postavljanja nalog in vprasanj do pricakovanj in vneme izvajalcev,
od njihovih namenov ter od druzbenega okolja. Ali bi drugi izvajalci z dru-
gacnim nac¢inom dobili podobne izide? Izidov ni mogoce naravnost prenesti
v drugo okolje. Ni jih mogoc¢e smiselno ponoviti z istimi udelezenci. Odmiki
od povprecij utegnejo biti pri njih precej veliki. Tako ne preseneca Sirok raz-
pon pogledov na razne vrste poucevalskih poskusov, ki sega od nacelnega
dvoma do trdnega zaupanja. S tem je povezana krilatica, da vsak pouce-
valski poskus sicer nekaj meri, manj jasno pa je, kaj meri. Najbrz je tudi
v tem primeru smiselno uravnoveseno stalis¢e: poskusi so pogosto koristni,
njihove izide pa kaze sprejemati zadrzano, posebej ko gre za vkljucevanje
novosti v uéne nacrte. Za ucitelje utegne biti predvsem koristno, da pre-
mislijo o dobro zasnovanih poucevalskih poskusih in vsakega presodijo na
podlagi lastnih izkuSenj.

Porocajmo o §iroko zasnovanem poucevalskem poskusu v Zdruzenih dr-
zavah in na Kitajskem, katerega izid utegne biti splosno zanimiv [1]. Za
poskus so izbrali fiziko, ker so v njej zadeve razmeroma dobro opredeljene.
Podobne izide pa je mogoce pricakovati tudi v drugih vejah naravoslovja.
Solska sistema od vstopa v $olo do dvanajstega Solskega leta, ki mu sledi
vstop na univerzo, se v ZDA in na Kitajskem izrazito razlikujeta. V ZDA
ni enotnega u¢nega nacrta, srednjesolci se sicer s fiziko delno sre¢ajo pri
naravoslovju, a samo vsak tretji od njih izbere dvosemestrsko fiziko. Fi-
ziki posveceni ¢as je za razli¢ne srednjesolce zelo razlicen. Prav tako v zelo

1Se najbolj se jim priblizajo dvojno slepi poskusi pri preizkuganju zdravil. Glavna sku-
pina ljudi dobiva ucinkovino, kolikor mogoce enakovredna kontrolna skupina pa placebo.
Ne izvajalci ne udelezenci poskusa ne vedo, v kateri skupini je kdo. To razkrijejo Sele ob
obdelavi izidov. Poucevalskih poskusov ni mogoce izvajati slepo.
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razlicnem obsegu uporabljajo matematiko in delajo racunske vaje. Na Ki-
tajskem pa velja enoten ucni nacrt za vse srednjesolce. Fizika se zacne v
osmem Solskem letu in traja vseh nadaljnjih pet Solskih let. Vse srednjesolce
caka enak sprejemni izpit na univerzo.

Skupina sedmih poucevalcev z ameriskih univerz in petih s kitajskih uni-
verz je v obeh drzavah raziskovala odziv novincev v prvem letniku univerze,
preden so prisli v stik s fiziko na univerzi. Poskusov se je v celoti udele-
zilo ve¢ kot 5 tiso¢ novincev naravoslovnih in tehniskih usmeritev s stirih
ameriskih in treh kitajskih univerz s srednjim ugledom. Izvajalci poskusov
so dobro poznali razmere v Solstvu obeh drzav. Pri novincih so v prvem
koraku ugotavljali vsebinsko znanje izbranih fizikalnih poglavij mehanike in
elektrike in v drugem zmoznost naravoslovnega razmisljanja. V prvem ko-
raku so uporabili Pregled pojma sile FCI [2] in Kratko ocenjevangje elektrike
in magnetizma BEMA [3]. Za drugi korak so izbrali Lawsonov Preizkus
naravoslovnega razmisljanja v razredu LCTSR [4]. Vse tri nacine so ze prej
razvili in velikokrat preizkusili v ZDA ter prevedli in preizkusili na Kitaj-
skem.

Po pricakovanju so se kitajski Studenti odrezali veliko bolje (slika 1):
(86 £ 14)-odstotni uspeh pri mehaniki in (66 + 13)-odstotni pri elektriki —
od ameriskih vrstnikov: (49 £ 19)-odstotni uspeh pri mehaniki in (27 £ 10)-
odstotni pri elektriki (navedena so na dve mesti zaokrozena povpregja in
efektivni odmiki). Uspeh pri mehaniki, ki je tesneje povezana z vsakda-
njimi izkusnjami, je bil pri obojih boljsi. Razmerje dosezkov pri elektriki,
ki velja za bolj zapleteno, je bilo vecje (66/27 = 2,4) kot pri mehaniki
(86/49 = 1,8). Pri ugotavljanju zmoznosti naravoslovnega razmisljanja je
bilo ¢isto drugace. Oboji Studenti so se izkazali skoraj povsem enako: pri
74-odstotnem uspehu je bila razlika manjsa od pol odstotne tocke (Kitajci
so dosegli 74,5 + 15,8 odstotkov in Americani 74,2 + 18,0). Ali ta razme-
roma velik uspeh v primeri s prejsnjimi ne kaze, da so bila v tem primeru
vprasanja s fizikalnega staliS¢a razmeroma nezahtevna?

Vsebinsko znanje mehanike ali elektrike je mogoce dokaj dobro oprede-
liti. Tudi ta poskus je pokazal, da je pri tem uspeh boljsi, ¢e srednjesolci in
njihovi ucitelji vlozijo ve¢ dela. Naravoslovno razmisljanje pa je teze opre-
deliti in zahteva druga¢ne zmoznosti. Nacrtno je treba razmisliti o nalogi,
spoznati koli¢ine, ki se spreminjajo, in ugotoviti povezave med njimi, opa-
zovati, oblikovati domnevo in jo preizkusiti, kriti¢no premisliti o posledicah.
Vkljucene so tudi osnovne matematicne predstave kot sorazmernost in po-
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Slika 1. Porazdelitev $tudentov po dosezenem uspehu (v toc¢kah) v znanju mehanike
(levo), elektrike in magnetizma (sredina) ter zmoznostjo naravoslovnega razmisljanja (de-
sno). Krozci kazejo uspeh Americanov, kvadratki pa uspeh Kitajcev. (Profesor Lei Bao
je ljubeznivo dovolil ponatis slik iz [1].)

dobnost. V tem primeru vprasanja pogosto nimajo dolo¢enega odgovora
ali nimajo enega samega odgovora. Naravoslovnega razmisljanja v Soli ne
poucujejo neposredno. Srednjesolci naj bi ga usvojili posredno pri fiziki in
drugih naravoslovnih predmetih. Zmoznost naravoslovnega razmisljanja je
pomembna za poklicno pot v naravoslovju in tehniki. Pri mehaniki in elek-
triki je treba pokazati vsebinsko znanje, na primer, da je z vzrokom gibanja
sorazmeren pospesek, ne hitrost, in da ima elektron negativni naboj. Pri
naravoslovnem razmisjanju ni tako. Zato se pojavi nevarnost, da je to, kar
naj bi bilo naravoslovno razmisljanje, v resnici povezano z vsakdanjimi iz-
kusnjami in treznim razmisljanjem, kar v¢asih imenujejo ,,zdrava pamet®.
Opisani poskus je podprl misel, da naravoslovno razmisljanje zahteva dru-
gacne zmoznosti kot vsebinsko znanje.

Razmere pri nas niso niti tako enobarvne kot na Kitajskem niti tako
pisane kot v ZDA. Zato spoznanj, ki so jih dobili za ameriske in kitajske
srednjeSolce, ni mogoc¢e naravnost prenesti k nam. Vseeno pa je o njih
smiselno razmisliti. Po mnenju piscev ¢lanka se zdi za viSje zmoznosti pri
naravoslovnem razmisljanju pomembneje, kako u¢imo, kot kaj u¢imo [1].
V splosnem se naravoslovno razmisljanje zdi pomembno, ker tudi zunaj
Sole vzpodbuja razlo¢evanje med tem, kaj je mogoce preizkusiti in kaj je le
osebno mnenje. Zavesti o tem, da je preizkuSene izjave smiselno in koristno
razlocevati od osebnega mnenja, pa je v druzbi nasploh premalo.

Ali je vsebinsko znanje Sibkeje povezano z zmoznostjo naravoslovnega
razmisljanja, kot pricakujemo? Ali morda to pomeni, da z izboljsanjem
vsebinskega znanja lahko le malo vplivamo na zmoznost naravoslovnega
razmisljanja? Ali sega naravoslovno razmisljanje v globlje plasti misljenja,
ki so manj dostopne poucevanju? Ali ima smisel sicer pretirana misel, da
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poucevanje fizike in naravoslovja lahko izboljsa znanje o naravi, ne more
pa spreobracati? Poucevalski poskusi so razkrili, da nekateri dijaki sploh
ne usvojijo Newtonove mehanike. Na pamet se naucijo, kar je potrebno, da
zadostijo obveznostim v Soli, ostanejo pa prepricani v ,,mehaniko” s potezami
Aristotelove slike. Da je vsebinsko znanje §ibko povezano z zmoznostjo
naravoslovnega razmisljanja, namiguje Se spoznanje, da nekateri zelo uspesni
raziskovalci v fiziki izvirajo iz razli¢nih okolij in Solskih sistemov in tudi
zaradi posebnih okoli§¢in, na primer vojne, v srednji Soli niso imeli dosti
fizike. Ali je to povezano z ugotovitvami, da mladostnik Ze pri 10 do 14
letih izbere svoj pogled na naravoslovje? Pri tem je, kot kaze, Sola manj
pomembna kot okolje, posebno vlogo pa naj bi pri tem imela podoba o sebi,
o lastnih zmoznostih, zahtevah in pricakovanjih.

Nekaj zgledov za vprasanja
FCI [2]

1. Od enako velikih kovinskih kroglic tehta ena dvakrat ve¢ kot druga. Kro-
glici spustimo z dvenadstropne stavbe v istem trenutku. Cas, ki ga porabita
kroglici do tal, bo:

(A
(B
(
(

) polovicen za tezjo kroglico,

)
C) priblizno enak za obe kroglici,
)

)

polovicen za lazjo kroglico,

D
(E

znatno krajsi za tezjo kroglico, ampak ne polovicen,

znatno krajsi za lazjo kroglico, ampak ne polovicen.

17. Kamen, ki pada s strehe enonadstropne stavbe na tla:
(A) doseze najvecjo hitrost kmalu po tem, ko ga spustimo, in pada potem
s konstantno hitrostjo,

(B) pada vse hitreje, predvsem zato, ker se povecuje gravitacijski privlak
s priblizevanjem zemlji,

(C) pada vse hitreje, ker deluje nanj konstantna gravitacijska sila,
(D) pada zaradi notranje teznje vseh predmetov, da padajo proti zemlji,

(E) pada zaradi kombinacije gravitacijske sile in tlaka, ki ga ti3¢i navzdol.
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BEMA [3]2

Izberi eno od mogoc¢ih smeri na sliki kot odgovor na vpraSanje. Katera
je mogoca smer (a—g) magnetnega polja na obmoéju, na katerem je polje
razli¢no od nié?

b . .
@ 1z lista e
c a ® v list f
nic od tega g
d

LCTSR [4]

1. Denimo, da dobi§ dve enaki krogli iz gline. Obe krogli tehtata enako.
Eno od njiju sploscis v tvorbo, podobno palaginki.

(a) tvorba v obliki palacinke tehta veé¢ kot krogla,
(b) oba kosa $e vedno tehtata enako,
(c) krogla tehta ve¢ od tvorbe v obliki palacinke.

Katera od naslednjih trditev je pravilna?
2. Ker

(a) ima sploscena oblika vecjo povrsino,
(b) krogla v eni tocki bolj tis¢i navzdol,
(¢c) zgubi tezo tisto, kar splog¢imo,

2BEMA ni bil v celoti objavljen in na spletu ni neposredno dostopen, FCI pa. je bil
objavljen v celoti. V prvem primeru naj udelezenci poskusa ne bi vnaprej poznali vprasanj
in odgovorov nanje — kot pri na8i maturi. V drugem primeru pa obravnavanje vpraSanj
in odgovorov prispeva k ucenju.
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(d) gline nismo dodali ali odvzeli,

(e) pridobi tezo tisto, kar splos¢imo.
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NOVE KNJIGE

Lawrence Weinstein in John A. Adam: GUESSTIMATION -
SOLVING THE WORLD’S PROBLEMS ON THE BACK OF
A COCKTAIL NAPKIN, Princeton University Press, Princeton
2008, 320 strani.

Ena od najpomembnejsih spretnosti, ki | ‘\
bi jih morali obvladati vsi Studenti naravo- b })
slovja, tehnike in medicine, a tudi marsika- 7;5”
tere druge vede, je hitra kvantitativna ocena
kake koli¢ine ali pojava. Ta vescina je nujna
za dobro opravljanje poklica. Velikost je na-
mrec vselej pomembna, naj gre za maso pla-
neta, za porabo goriva ali za zviSanje tem-

perature pri bolniku. Knjiga Guesstima-

tion, ki sta jo napisala Lawrence Weinstein oue g g : 4
in John A. Adam, je privlacen izbor resenih @Mmggm matiol

vprasanj, v anglesko govorecem svetu pozna-
nih kot ,,back-of-the-envelope problems® ter
wFermi problems® (po Enricu Fermiju, ki so
mu bili tovrstni premisleki v posebno vese-
lje). Resitev takega vpraSanja terja pred-

vsem tehten premislek, kaj lahko vpliva na
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odgovor, oceno reda velikosti vhodnih podatkov in zelo osnovno matema-
ti¢no znanje.

Tipi¢na naloga iz knjige je recimo tale: Koliko zogic za golf bi sestavljalo
kroznico, s katero bi opasali Zemljin ekvator? Za odgovor potrebujemo po-
leg splosno znanega polmera Zemlje le oceno velikosti zogice, pri ¢emer se,
kot na splosno svetujeta avtorja, lahko zanesemo na to, kaj se nam ne zdi
ne premalo ne preve¢, temvec ravno prav. Nauk rezultata je tudi nekaksna
predstava ene milijardine — ponazarja jo ena rdeca zogica v nizu belih okoli
ekvatorja. To nalogo imamo lahko za ogrevanje, pri tisti o povrsini ZDA, ki
bi jo bilo treba pokriti s son¢nimi celicami, da bi zagotovili dovolj energije
za preskrbo te drzave, pa se Ze spoprimemo z resnejSo vsebino. Tem bolj,
ker Weinstein in Adam v odgovorih rezultat ocene vselej postavita v per-
spektivo: 0,4 % povrsja ZDA se res ne slisi veliko, a masovna investicija v
soncne celice bi bila zelo draga, prenos energije do mest tudi in akumulatorji
za shranjevanje energije prav tako.

Na zacetku knjige najdemo nadvse koristni poglavji z napotki, kako se
vprasanj sploh lotiti ter kako ravnati s stevili. Sledi 9 tematskih poglavij
— prvo vsebuje splosna vprasSanja, drugo obravnava zivali in ljudi, tretje
prevoz, ¢etrto delo in energijo, peto kemi¢no energijo, Sesto vesolje, sedmo
energijo in okolje, osmo atmosfero in deveto tveganje. Namesto sklepa je
kajpak poglavje z nereSenimi vprasanji. Za tako rekoC vse zglede iz knjige
velja, da nam skuSajo priblizati kvantitativno plat vsakdanjega zivljenja, ki
je ¢esto ne opazimo; izjema je vpraSanje o masi mola mack. VpraSanja so
sodobna in polna okoljske problematike, kar je zelo primerno.

Ob branju se hitro zavemo, da je marsikateri Stevilski podatek, na kate-
rega naletimo v strokovni in poljudni literaturi in v javnih ob¢ilih, mogoce
hitro preveriti, za kar zadoSc¢ata le zdrava pamet in osnovna splosna razgle-
danost. To je vazno sporocilo, saj ni nobenega razloga, da bi se ustrasili
kateregakoli vprasanja. Ob nalogah, kakr$ne so zbrane v knjigi, se ne urimo
le v kvantitativnem ocenjevanju, temvec¢ tudi v analiticnem misljenju, kajti
prva stopnja reSevanja je vselej premislek, kaj vse bi na odgovor sploh lahko
vplivalo in v kolik$ni meri; na tem zasnujemo prvi priblizek. Taksne spo-
sobnosti pridejo Se kako prav pri Cisto vsakem delu. Zato bi kazalo ¢im
veckrat izrabiti priloznost in v pouk vtkati naloge, ob katerih bodo studenti
te spretnosti lazje razvili.

Ceprav sta avtorja Americ¢ana in so nekatera vprasanja v knjigi prilago-
jena tamkajSnjim razmeram in merskim enotam, v odgovorih vselej takoj
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preskocita na SI. Izbrala sta posrecen format, ki bralca spodbuja, da se na-
loge loti sam. Na lihi strani najdemo vprasanje, praviloma zelo kratko, in na
glavo postavljene namige, ki postopoma pomagajo do resitve, na naslednjih
straneh pa je podroben opis resitve. Preprican sem, da bo marsikdo postal
pri vprasanju in obrnil list Sele tedaj, ko bo imel svoj odgovor.

Weinstein je fizik in Adam matematik, a tega v vsebini knjige skorajda
ni videti — ta je namre¢ naravoslovno-tehni¢na v najboljSem pomenu izraza.
V korektni in duhoviti analizi nalog se vsekakor ne zrcalita le njuna poklica.
Guesstimation toplo priporocam v zabavo in v razmislek, kako izboljsati
predavanja in vaje.

Primoz Ziherl

Stephen Hawking: NA RAMENIH VELIKANOV. ZGODOVIN-
SKI MEJNIKI V FIZIKI IN ASTRONOMIJI, Uc¢ila Internatio-
nal, Trzi¢ 2005, 256 strani.

Isaac Newton je leta 1726 izjavil: ,,Ce

STEPHEN
HAWKING

NA RAMENIH

sem videl dlje, sem zaradi tega, ker sem stal
na ramenih velikanov“. To je napeljalo Ste-
phena Hawkinga na naslov, ki ga je dal zbor-
niku odlomkov iz del petih znanih fizikov in
astronomov ter jih opremil s kratkimi zapisi
o njihovem zivljenju in delu. Nikolaj Koper-
nik je zastopan z odlomkom iz prvega dela
knjige O wvrtenjih nebesnih krogel iz leta 1543
(26 strani), Galileo Galilei s Stirimi odlomki
o padanju teles, zvoku in enakomerno pospe-
Senem gibanju iz Pogovorov in matematicnih

dokazov v dveh novih znanostih iz leta 1638
(33 strani), Johannes Kepler z odlomkom iz Harmonij sveta iz leta 1618 (31
strani), Newton z odlomkom iz Matematicnih nacel filozofije narave iz leta
1687 (27 strani) in Albert Einstein s kratkimi odlomki o posebni in splosni
teoriji relativnosti iz let od 1905 do 1917 (45 strani).

Omenjeni fiziki in astronomi so odlo¢ilno prispevali k temu, da se je
postopno spremenil pogled na naravo. Kopernik je Zemljo izenacil z drugimi
planeti, ki krozijo okoli Sonca, in ji odvzel sredis¢no lego. Galilei je prvi
nacrtno opazoval nebo s teleskopom in s svojimi odkritji podprl Kopernikovo
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sliko. Pri tem je stavil na opazovanja in merjenja pri poskusih in podatke,
ki jih je dobil pri tem, povezoval z enacbami. Kepler je po opazovanjih
ugotovil zakone o gibanju planetov po elipsah okoli Sonca. Njegovi zakoni
so Newtonu pripravili pot do zakonov gibanja in gravitacijskega zakona. S
temi zakoni je poenotil opis gibanja na Zemlji in v Osonc¢ju. Einstein je
spremenil pogled na prostor in ¢as ter na popolnoma nov na¢in podrobneje
opisal gravitacijo z ukrivljenostjo Stirirazseznega prostor-casa.

Ali so izbrani kratki odlomki za pisce najbolj znacilni, je stvar osebne
presoje. VpraSanje pa je, ali je Hawking izpolnil obljubo iz predgovora,
da bo sledil razvoju pogledov na vesolje. Ali ne bi kazalo vkljuciti kakega
odlomka iz Galilejevega Dvogovora o dveh velikih svetovnih sestavih iz leta
1632, ki je leto zatem pripeljal do cerkvene obsodbe in prepovedi, da pise
o vesolju. Tudi ne gre zaupati vsem trditvam v zapisih, ki spremljajo od-
lomke. ,,Da bi dopolnil to sliko je [Ptolemaj] postavil Zemljo rahlo iz sredisca
in imenoval to tocko ekvant® (stran 14). Ze Hiparh je premaknil Zemljo iz
sredisca deferenta za ekscenter. Ptolemaj je — precej bolj zapleteno — ekvant
za enako razdaljo premaknil na drugo stran sredisc¢a. Presecisce poltraka, ki
enakomerno krozi okoli ekvanta, z deferentom je dolocalo sredisce epicikla,
po katerem je krozil planet. Menda je Kopernik nasprotoval ekvantu, ker je
povzrocil odmik od enakomernega krozenja. ,Cerkev je marca 1632 zauka-
zala tiskarjem, naj prenehajo tiskati“ Galilejevo knjigo (stran 60). Dvogovor
so tega leta natisnili z dvema dovoljenjema cerkvenih cenzorjev, gonja proti
knjigi se je zacela po izidu.

Pogled v knjizne kataloge ali na splet nas pouci, da je pred nami kratka
razlicica, ki je v anglescini iz8la z naslovom [lustrirana Na ramenih velika-
nov leta 2004. Dolga razlicica Na ramenih velikanov je v angles¢ini izsla
leta 2002 na 1266 straneh. V njej so precej daljsi odlomki: Kopernikov
ima 383 strani, Galilejev 227, Keplerjev 89, Newtonov 427 in Einsteinov 97
strani. Kratki razli¢ici je Hawking dodal ve¢ barvnih slik na nacin, znan iz
ilustriranih izdaj njegovih drugih knjig. Slike ve¢inoma niso tesneje pove-
zane z odlomki, napisi ob njih pa jih veckrat le pomanjkljivo pojasnjujejo.
Vecina fizikov bo najbrz raje imela daljso razli¢ico kot krajso. Ilustrirana
Na ramenih velikanov bo najbrz zanimiva za §ir§i krog bralcev. Pri tem
ima slovenski bralec prednost pred angleskim. Besedila so z izjemo Koper-
nikovega prispevka prvi¢c v tem obsegu prevedena v slovens¢ino, medtem
ko je v angles¢ini na voljo ve¢ prevodov navedenih del. Odlomkov ni bilo
lahko prevajati. Prevod je teko¢, ocitati mu je mogoce le tu in tam kako
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malenkost, pa Se to utegne biti stvar okusa.

Bralcu, ki ga zanimajo razvoj astronomije in zacetki fizike, bo knjiga
odprla ve¢ zanimivih pogledov. Ce bo o njih pripravljen razmisljati in se
morda Se pouciti iz drugih virov, bo za branje bogato nagrajen.

Knjigo lahko narocite pri DMFA-zaloznistvo po ¢lanski ceni 23,34 EUR.

Janez Strnad

Fred Watson: WHY IS URANUS UPSIDE DOWN? AND
OTHER QUESTIONS ABOUT THE UNIVERSE, Allen &
Unwin, 2007, 264 strani.

Knjigo Why is Uranus upside down?
je napisal Fred Watson, vodilni astronom
na Anglo-avstralskem observatoriju (AAO).
Fred Watson je v osemdesetih letih prej-
Snjega stoletja vodil kontaktno oddajo z
astronomsko tematiko na avstralskem radiu
ABC. Knjiga je nastala na podlagi vprasanj,
ki so jih desetletje postavljali poslusalci Fre-
dove oddaje.

V knjigi je predstavljenih 148 vprasanj
in odgovorov, ki pokrivajo razlicna podro-
¢ja, kot so naravni pojavi, astronomska
oprema, delo astronomov, vesoljski poleti, AND other questions about the Universe
vesoljski teleskopi, teoreti¢ne osnove astro-

nomije ... Na zacetku vsakega poglavja je
krajsi uvod, v katerem avtor predstavi novo temo in tako bralcu olajsa ra-
zumevanje vpraSanj in odgovorov. Knjigo zacne s poglaviji, ki se ticejo same
Zemlje in naravnih pojavov, ki smo jim prica v vsakdanjem zivljenju, nada-
ljuje pa z nasim Osoncjem, kjer med drugim pojasni, zakaj je Pluton izgubil
status planeta, in seveda, zakaj je Uran ,,prekucnjen®. V naslednjih poglav-
jih se seli skozi Galaksijo, pojasni, zakaj zvezde svetijo, kako nastanejo, kako
koncajo svoje zivljenje, in ob tej priloznosti predstavi supernove, pulzarje,
nevtronske zvezde in ¢rne luknje. Knjigo konca s poglavjem o kozmologiji,
kjer med drugim pojasni Hubblov zakon, zaradi katerega je Albert Einstein
vrgel kozmolosko konstanto iz svojih enacb. Predstavi tudi rezultate opa-
zovanj prasevanja in razloge, zakaj so astronomi danes mnenja, da v vesolju
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prevladujeta temna energija in temna snov, in ne pozabi omeniti, da danes
Se vedno ne vemo, kaj sta ti dve temni zadevi.

Knjiga je pisana na poljudnem nivoju in je razumljiva SirSemu krogu
bralcev, saj je avtorjev cilj priblizati astronomijo prav tistim, ki se z astro-
nomijo ne ukvarjajo. Poleg strokovnih tem se v knjigi dotakne tudi vprasa-
nja, kaksne koristi sploh imata posameznik in pravzaprav vse ¢lovestvo od
astronomije, zato knjigo priporoc¢am vsem, ki jih astronomija in z njo pove-
zane teme zanimajo vsaj toliko, da se jim obcasno porodi kaksno vprasanje,
na katero ne poznajo odgovora.

Uros Kostic¢

Alan Dyer: MISIJA NA LUNO, Tehniska zalozba Slovenije, Lju-
bljana 2009, 80 strani.

20. julija 2009 je minilo Stirideset let,
odkar je pristala prva c¢loveska posadka na
Luni. Za mlade generacije je to precej od-
daljen dogodek, ki pa je postal zaradi nena-
vadnih medijskih sprevracanj nekakSen ne-
gativni mit. Marsikdo je namre¢ preprican,
da odprave Apollo na nasem naravnem sate-
litu niso nikoli pristale in so Americani vse
skupaj posneli v filmskih studiih. Morda pa
bo prav pri¢ujoca knjiga spremenila pogled
na ta zgodovinski dogodek. Ze res, da je

bilo osvajanje Lune posledica hladne vojne
in tekmovanja med tedanjima velesilama, a to ne zmanjSuje tehnoloskega
in konec koncev tudi znanstvenega uspeha odprav. Knjiga na slikovit nacin
predstavlja Luno, predvsem pa njeno osvajanje. Ni namenjena le mladim
radovednezem, temvec tudi starejsSim bralcem, ki se morebiti Se spominjajo,
kako so davnega leta 1969 na ¢rno-belih televizorjih v zivo spremljali prista-
nek Apolla 11 na Luni. Knjigi je prilozen tudi DVD s filmom o osvajanju
Lune, ki je lahko tudi dober uéni pripomocek. Zal pa moj predvajalnik na
ploscku ni nasel slovenskih podnapisov, kar je velika skoda.

Za konec pa Se to. Med tistimi, ki so bili pri pristanku Eagla na Luni
wzraven“, vlada precej$nja zmeda glede tega, kdaj in kaj so gledali po tele-
viziji. Mnogi se namre¢ spomnijo, kako so jih starsi sredi noc¢i zbudili, da so
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gledali pristanek na Luni. Spet drugi pomnijo, kako so v vaski gostilni do-
godek spremljali Ze v ve¢ernih urah. Dejstvo je, da je Eagle po nasem ¢asu
pristal v vecernih urah, Armstrong pa je na Lunino povrsje stopil okoli ¢e-
trte ure zjutraj. Na tedanji televiziji Ljubljana sta od vec¢ernih do zgodnjih
jutranjih ur dogodek komentirala dr. Vladimir Ribari¢ in Boris Bergant.

Andrej Gustin

Guillaume Cannat: GLEJ JIH, ZVEZDE! NAJLEPSI PRIZORI
NA NEBU, PRIROCNIK ZA OPAZOVANJE V LETU 2009, Teh-
niska zalozba Slovenije, Ljubljana 2009, 144 strani.

Pri Tehniski zalozbi Slovenije je v vSec-
nem prevodu kolegov Antona Sepca, Mar- [ GUILLAUME CANNAT |
jana Bobca in Ludvika JevSenaka izSel pri-
ro¢nik za opazovanje noc¢nega neba Glej jih,
zvezde!l, ki ga vsako leto pripravi poznan
francoski astronom in plodovit avtor Guilla-
ume Cannat. S tremi besedami lahko priroc-
nik opisem kot efemeride v slikanicah. Avtor
v poglavjih, razdeljenih po mesecih, prikaze
najzanimivejSe pojave, ki jih takrat lahko vi-
dimo na nebu. Opise dopolni s komponira-
nimi slikami, ki tudi neves¢im noc¢nega opa-
zovanja slikovito prikazejo, kaj lahko prica-

kujejo. Tu pridejo do izraza avtorjeve bo-
gate izkuSnje in poznavanje astrofotografije. Poleg tega so v knjigi, kot
rozine v potici, natreseni nasveti za noc¢na opazovanja, orientacijo po nebu,
krajsa kronika zanimivejsih relevantnih zgodovinskih dogodkov, poveznih z
astronomijo in dogajanja v medplanetarnem prostoru, dodanih pa je tudi
nekaj krajsih astronomskih pojasnil, kot denimo ,Kaj je Rimska cesta“,
»,Barve zvezd“, ,Imena zvezd“ ...

Priro¢nika najbrz ne bomo prebrali na dusek kot knjigo, ker se vsebine
ponekod preve¢ ponavljajo, je pa primeren pripomocek predvsem za mlajse
oz. zacetniske opazovalce neba.

Knjigo lahko naroé¢ite pri DMFA—zaloznistvo po ¢lanski ceni 7,99 EUR.

Ales Mohoric
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UTRINKI

KOLUMELA: POSLOVNI NACRT ZA VINOGRAD
(Utrinek iz zgodovine finanéne matematike)

Rimski pisec KOLUMELA (Luctus IuNius MODERATUS COLUMELLA)
je bil rojen leta 4 v Spaniji, umrl je okrog leta 70. Napisal je najobseznejsi
in najpopolnejsi rimski priro¢nik za kmetijstvo DE RE RusTtica. Oglejmo
si poslovni naé¢rt za vinograd v tretji knjigi (= poglavju) prej omenjenega
dela [1, 2, 3].

Kolumela najprej pravi, da pridelovanje zit v Italiji ni posebno dono-
sno: ,V vecjem delu Italije se komajda lahko spomnimo, da bi Zito prineslo
Stirikratni pridelek ...“

Zato svetuje preusmeritev v pridelovanje vina. Kolumela kot osnovno
povrsinsko mero navaja tugerum, ki je meril 240 ¢evljev krat 120 ¢evljev in
ga prevajam kot Cetrt hektara (kar se zelo dobro ujema s pravo vrednostjo).
Prostorninska mera meh (culleum) = 20 amfor = 40 urn je vsebovala 524
litrov.

,Ceprav vinograd zahteva izredno velike izdatke, za sedem ¢etrtin hek-
tara ne potrebujemo ve¢ kot enega delavca. Ljudje mislijo, da lahko de-
lavca kupijo za majhen denar ali s kamna, namenjenega (na drazbi suznjev,
op. prev.) zlo¢incem. Sam se ne strinjam z ve¢inskim mnenjem in mislim, da
je dragocen vinogradniski delavec prioriteta. Denimo, da stane tak delavec
Sest, bolje osem tisoC sestercev in da z njim samim za enako vsoto kupimo Se
sedem cetrtin hektara zemlje. Ocenjujem, da za doto vinograda, to je kole in
vrbe, potrebujemo Se dva tiso¢ sestercev na cetrt hektara. Tako pridemo na
skupno ceno 29 tiso¢ sestercev. K temu pridejo Se obresti po 6 odstotkov, to
je 3480 sestercev, za dve leti, ko je vinograd v svoji otroski dobi in ne prinasa
pridelka. Tako glavnica in obresti znasajo 32480 sestercev. Ce bi posestnik
do svojega vinograda imel tak odnos kot upnik do dolznika in to vsoto imel
za dolg, od katerega stalno pobira obresti po Sest odstotkov, bi bilo videti,
da mu vinograd vsako leto dolguje 1950 sestercev. Po ra¢unu, ki uposteva
mnenje Grecina (Iulius Graecinus je bil rimski senator in avtor priroc¢nika o
vinogradnistvu, op. prev.), pa pridelek na sedmih ¢etrtinah hektara presega
obresti na 32480 sestercev. Vsekakor, ¢etudi je vinograd najslabse vrste, pa
skrbimo zanj, prinasa vsaj en meh vina na cetrt hektara. Za Stirideset urn
dobimo 300 novcev (novec = sesterec, op. prev.), tudi pri minimalni ceni.
Tako na sedem ¢etrtin hektara pride 2100 novcev; to pa presega Sestodsto-
tno obrestno mero. In ta racun, ki smo ga predstavili, vsebuje Grecinovo
sklepanje. Mi pa mislimo, da je treba vinograd, ki na cetrt hektara prinasa
manj kot tri mehove, izkréiti. In pri tem racunu tako reko¢ nismo upostevali
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grebenic, ki jih izkopljemo pri globokem oranju ... (Kolumela tu razlaga, da
vinograd uporablja Se v en namen, in sicer za pridelovanje sadik, op. prev.).
Mi namre¢ med vrste posadimo po dvajset tiso¢ trsov na cetrt hektara. In
Ceprav tisoci potaknjencev propadejo zaradi nemarnosti obdelovalca, vseeno
deset tiso¢ trsov za tri tisoC sestercev z veseljem vzamejo zakupniki, ki so
prepricani, da so pri tej kupciji napravili dobicek.*
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Peter Legisa
VESTI

NOVI CLANI DRUSTVA V LETU 2008*

Lani se je v Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije véla-
nilo 30 novih ¢lanov:

2274. Aplinc Jure 2289. Pavlin Darko
2275. Bijec Emilija 2290. Peterson Bruce
2276. Brlogar Aljosa 2291. Pogacar Tina
2277. Dobnikar Jure 2292. Pulko Lidija

2278. Faleti¢ Sergej 2293. Rajh Sonja

2279. Golob Anita 2294. Rovsek Barbara
2280. Kaveic Matjaz 2295. Suhadolnik Marija
2281. Kraner Sumenjak Tadeja 2296. Tepeh Horvat Aleksandra
2282. Lapuh Rado 2297. Topolovec Mojca
2283. Lojevec Mrvi¢ Vida 2298. Vilfan Mojca
2284. Marovt Janko 2299. Vuk Martin

2285. Mastnak Brigita 2300. Semrl Melita
2286. Mele Irena 2301. Skufca Rok

2287. Miklavéic Iztok 2302. Sustersic Miha
2288. Mozeti¢ Sebastjan 2303. Zeljko Lucija

Vladimir Bensa

*Novi ¢lani DMFA Slovenije za leto 2007 so bili objavljeni v Obzorniku za matematiko
in fiziko 55 (2008) 4, stran 128.

Obzornik mat. fiz. 56 (2009) 3 XI



OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
LJUBLJANA, MAJ 2009
Letnik 56, Stevilka 3

ISSN 0473-7466, UDK 51+ 52 + 53

VSEBINA

Clanki Strani
Tschirnhausova kubika (Marko Razpet) ..., 81-92
Osnovni naboj in Sum (Janez Strnad) ... 99-106
Sola
Vsebinsko znanje in naravoslovno razmisljanje (Janez Strnad) ......... 107-113
Nove knjige
NumeriCna analiza (Zvonimir Bohte) ............. .. ... oL, 92-96
Osnove visje matematike | (Matej BreSar) ...t 9697
Fiziki — 6. del (Mojca Vilfan) ... ... e 97-98
Guesstimation (Primoz Ziherl) ... 113-115
Na ramenih velikanov (Janez Strnad) ..., 115-117
Why is Uranus upside down? (Uro§ Kosti€) ............coooiiiiiiiint. 117-118
Misija na Luno (Andrej GuStin) ... 118-119
Glej jih, zvezde! (Ale§ MOhOFIC) ..o 119
Vesti
Novi ¢lani drustva v letu 2008 (Vladimir Bensa) ........................ Xl
Utrinki
Kolumela: Poslovni na¢rt za vinograd (Peter Legisa) ................... 120-XI

CONTENTS
Articles Pages
The Tschirnhaus cubic (Marko Razpet) ...........ccooiiiiiiiiiins, 81-92
Elementary charge and noise (Janez Strnad) ...................ooonts. 99-106
School
Content knowledge and scientific reasoning (Janez Strnad) ............ 107-113
New boOKS ... ... 92-119
NEW S Xl
Miscellanea ............ ... i 120-XI
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