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PRIMERLJIVOST IZPITOV NA OSNOVNI IN VISJI
RAVNI PRI PREDMETU MATEMATIKA NA SPLOSNI
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Osnovna in vi§ja raven izpita iz matematike na splosni maturi sta bili doslej obravna-
vani kot dva loCena izpita. V prispevku analiziramo statisti¢ne rezultate v letih od 2013
do 2018 na celotni populaciji. PiSemo o potrebi po bolj usklajenem ocenjevanju obeh
ravni in o pomenu primerljivosti med razliénimi izpitnimi roki in med generacijami. Opi-
sane so osnovne ideje metode, s katero bi bilo mogoce z vecjo zanesljivostjo doseci boljso
usklajenost med nivoji in med razlicnimi generacijami maturantov.

COMPARABILITY OF GENERAL MATURA MATHEMATICS EXAMS
AT BASIC AND HIGHER LEVEL

The basic and higher level of the mathematics exam at the general matura have been
so far treated as two separate examinations. In this paper, we consider the statistical
results over the years from 2013 to 2018 on the entire population. We are writing about
the need for a more coordinated assessment of both levels and on the importance of
comparability between different exam levels and between generations. The basic ideas
of a method are described that could with greater reliability allow better coordination
between levels and between different generations of graduates.

Uvod

V katalogu [3] in prispevku [2] o novostih pri izpitu iz matematike na splosni
maturi leta 2021 je opisana nova struktura izpita. Informacija je namenjena
profesorjem in njihovim dijakom, bodo¢im maturantom, osnovno sporocilo
pa je, da bo kljub strukturnim spremembam matematika na maturi leta
2021 vsebinsko nespremenjena. V tem prispevku je prikazan pogled na izpit
iz matematike z druge strani, ki je strokovni javnosti verjetno manj znana,
pa zato morda ni¢ manj zanimiva.

Sestavek je prekratek za razpravo o vseh zanimivih vpraSanjih v pove-
zavi z maturo, ki so nedvomno vredna premisleka in razprave. Tako se na

! Avtorji so ¢lani Drzavne predmetne komisije za splosno maturo za matematiko.
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primer ne bomo ukvarjali s pretirano visoko povpreé¢no oceno internega dela
in hkrati zelo slabo korelacijo rezultatov internega dela z eksternim. Feno-
men je znacilen za vse predmete splosne mature [7, 8], zato bi bila potrebna
sistemska sprememba na nivoju vseh predmetov splosne mature. Ker Ste-
vilni kolegi mislijo, da je ustni izpit iz matematike koristen, mo¢no upamo,
da bo osvezitev internega dela [2, 3] prispevala k izboljsanju stanja pri ma-
tematiki. Nadalje ne bomo posebej razpravljali o zanesljivosti dosedanjih
pozitivnih ocen in 8e posebej kriterijev, ki so do sedaj zadoscali za t. i. po-
gojno pozitivno oceno. Verjamemo, da bodo dodatne kratke naloge v novi
strukturi izpita prispevale k veji zanesljivosti® ocen.

navana kot dva izpita. Na formalni ravni jima je skupno le to, da sta oba
izpita opredeljena v istem maturitetnem katalogu in da izpitne pole pripra-
vlja ista komisija. Ker se izpita vedno piseta ob istem casu, je bil doslej v
praksi praviloma prvi del izpita (pola 1) na visji ravni kar enak izpitu na
osnovni ravni, samo dovoljeni ¢as pisanja se je nekoliko razlikoval. Raven
maturitetnega izpita iz matematike kandidati izbirajo sami, zato je za njih
zelo pomembno, da s primerno izbiro ravni dosezejo za svoje znanje in spo-
sobnosti primerno in seveda ¢im boljSo toc¢kovno oceno. Odlocitev o izbiri
za kandidate nikakor ni enostavna, pa tudi njihovi ucitelji se soo¢ajo z dile-
mami, kako jim svetovati. Z vidika boljSega znanja matematike je vsekakor
dobro, da se za visjo raven odlo¢a ¢im ve¢ maturantov, saj to pomeni, da
bodo predelali ve¢ snovi, zaradi ¢esar bodo imeli ve¢ znanja in bodo boljse
pripravljeni na zahtevne studije. Za ve¢ znanja in ve¢ vlozenega casa pa
morajo ti kandidati praviloma dobiti vsaj toliko tock v rezultatu mature,
kot bi jih dobili ob izbiri osnovne ravni. Zal so v preteklosti kandidati po
izbiri visje ravni (pre)pogosto dobili ob¢utek, da se niso odloé¢ili pravilno, in
ceprav objektivni podatki tega praviloma ne potrjujejo, taka mnenja vpli-
vajo na odloc¢itve naslednjih generacij. Zato je smiselno oba nivoja usklajeno
ocenjevati na nacin, ki bo z vecjo zanesljivostjo zagotavljal, da bo za enako
znanje kandidat dobil enako oceno ne glede na izbiro nivoja.

Zaradi analiz uspeSnosti Solskega sistema, uspeSnosti posamezne Sole,
uCiteljev itd. je smiselno primerjati tudi razlicne generacije in razlicne iz-
pitne roke. Drzavna predmetna komisija za splo$no maturo za matematiko
poskusa s skrbno pripravo izpitnih kompletov in z vsakoletnim postopkom
pretvarjanja rezultatov maturitetnega izpita v ocene v ¢im veéji meri doseci:

e primerljivost ocen, ne glede na izbiro ravni (na osnovni in na visji ravni
naj kandidat za enako znanje dobi enako oceno),

8V psihometriji izraz zanesljivost oznacuje natanénost merjenja oziroma neodvisnost
meritve od nakljuénih napak [6].
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e primerljivost ocen med spomladanskim in jesenskim izpitnim rokom,
e primerljivost med generacijami.

Ugotavljamo, da so bili ti cilji v preteklosti v veliki meri dosezeni, kljub
dejstvu, da se s temi vpraSanji na sistematicen nacin ni doslej Se nihce
ukvarjal resneje. Predpostavki, da so vsakokratni izpitni kompleti enako-
vredni in da so vsakokratne populacije maturantov enako sposobne, sta
skoraj zagotovo zdrzali predvsem zaradi tega, ker je vsakoletna populacija
splosnih maturantov dovolj velika. K temu so bistveno prispevale predme-
tne komisije, ki so v preteklosti z veliko mero intuicije uspesno pripravljale
primerljive izpitne komplete, pri vsakoletnih manjsih korekcijah ob dolo-
canju mej pa so bili deloma upostevani tudi rezultati starejsih generacij.
Pri pripravi izpitnega gradiva je treba ob primerni pokritosti snovi, ki jo
definira uéni nacrt, upostevati tudi predpisana razmerja taksonomskih sto-
penj, kot je dolo¢eno v predmetnem izpitnem katalogu. Izkaze se, da je pri
pripravi karseda enakovrednih izpitnih kompletov klju¢no tudi razumevanje
taksonomije in tezavnosti izpitnih nalog.

V naslednjem razdelku je dan pregled rezultatov matur v letih 2013—
2018, kjer nas predvsem zanimajo nihanja porazdelitve ocen med generaci-
jami. Opazna so nihanja, ki niso prevelika, pa vendar je smiselno vpraSanje,
v kaksni meri so ta nihanja posledica razlik med generacijami, v kaksni meri
pa samo posledica razlik pri merjenju z razlicnimi »metri«. Vemo, da ena-
kovrednost izpitnih kompletov temelji na zanesljivosti napovedi tezavnosti
nalog, saj je zaradi izpitne tajnosti empiri¢na primerjava s predtestiranjem
nalog nemogoca. Pri tem so zelo pomembne izkuSnje na osnovi prejsnjih
izpitov. Izkaze se, da je za vsako smiselno napoved tezavnosti izpita po-
membna tudi analiza taksonomije posameznih nalog.

V prispevku utemeljujemo, da je smiselno v prihodnosti resno razmisliti
o implementaciji metode za boljSe razumevanje in kontroliranje primerjave
dosezkov na osnovni in vi§ji ravni. V razdelku Pretvorba tock v tockovne
ocene opisemo osnovne ideje, na katerih bi lahko temeljila metoda, ki bi
na jasen nacin povezovala dosezke na osnovni in visji ravni izpita. Hkrati
z jasno povezavo med dosezki na osnovni in vi§ji ravni metoda tudi na
predvidljiv in pregleden nacin omogoca upostevanje rezultatov prejsnjih ge-
neracij. Cilj je ohraniti in povecati zanesljivost maturitetnih rezultatov, pa
tudi spodbuditi ve¢ji del maturantov, da se odlo¢ijo za visjo raven.

Osnovna in viSja raven — primerjava dosezkov
Primerjava rezultatov spomladanskih rokov mature iz matematike od leta

2013 do leta 2018 nam pokaze, da se delezi populacije po ocenah (tockah) iz
leta v leto rahlo spreminjajo. V nadaljevanju bomo zaradi primerjave obeh
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Ocena \ L€t0 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | povprecje
1 6 6 4 5 5 5 5,2
2 24 | 27 | 25 | 23 | 22 | 25 24,3
3 29 | 35 | 33 | 30 | 28 | 33 31,3
4 27 | 24 | 29 | 29 | 29 | 26 27.3
5 14 8 9 12 | 16 | 11 11,7
k;fgivéftgjegR 5152 | 4889 | 4892 | 4698 | 4258 | 4339

Tabela 1. Delezi kandidatov na osnovni ravni (v %) po tockovnih ocenah pri matematiki
na maturi v letih 2013-2018.
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Slika 1. Delezi kandidatov na osnovni ravni (v %) po toc¢kovnih ocenah pri matematiki
na maturi v letih 2013-2018.

nivojev uporabljali tockovne ocene.” Tabela 1 prikazuje deleze kandidatov
na osnovni ravni po tockovnih ocenah v posameznih letih, tabela 2 pa deleze
kandidatov na visji ravni po tockovnih ocenah v letih 2013-2018. Najmanjse

9Na osnovni ravni kandidati dobijo ocene od 1 do 5, na visji ravni pa ocene od 1 do 5,
pa tudi tockovne ocene od 1 do 8. Tockovna ocena na osnovni ravni je kar enaka oceni.
V skupnem rezultatu mature se uposteva tockovna ocena.

4 Obzornik mat. fiz. 67 (2020) 1



Primerljivost izpitov na maturi

Tocke \ Leto 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | povprecje
1 0 1 0 1 1 0 0,5
2 2 6 5 4 4 4 4,2
3 3 8 5 6 7 7 6
4 8 12 10 8 9 9 9,3
5 14 17 14 19 18 14 16
6 22 22 25 26 28 29 25,3
7 30 19 21 20 19 22 21,8
8 20 16 19 15 13 16 16,5

Stevilo vseh
randidator VR 1613 | 1522 | 1398 | 1460 | 1453 | 1261

Tabela 2. Delezi kandidatov na visji ravni (v %) po tockovnih ocenah pri matematiki
na maturi v letih 2013-2018.
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Slika 2. Delezi kandidatov na vi§ji ravni (v %) po to¢kovnih ocenah pri matematiki na
maturi v letih 2013-2018.

odstopanje med kandidati na osnovni ravni v posameznih letih je pri toc-
kovni oceni 1 (2 %), najvecje odstopanje pa pri tockovni oceni 5 (8 %), glej
tabelo 1 in sliko 1. Podobno na visji ravni, kjer je najmanjSe odstopanje
pri tockovni oceni 1 (1 %), najvecje pa pri sedmih tockah (11 %) (tabela
2 in slika 2). Vsi podatki so povzeti po poroéilih objavljenih na spletu [9]
in veljajo za t. i. referen¢no skupino SM, v kateri so redni dijaki, ki prvic¢ v
celoti opravljajo splosno maturo (brez kandidatov z maturitetnim tecajem,
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Tocke \ Leto | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | povprecje
1 46 | 48 | 31 | 41 | 4 | 39 41
2 188 | 22 | 206 | 185 | 174 | 203 | 196
3 228 | 286 | 268 | 243 | 227 | 271 | 254
1 225 | 212 | 248 | 24 | 239 | 222 | 231
5 14 | 101 | 101 | 137 | 165 | 1,7 | 12.6
6 52 | 52 | 56 | 62 | 71 | 65 5.9
7 72 | 45 | 47 | 47 | 48 | 5 5.2
8 18 | 38 | 42 | 36 | 33 | 36 3.9

stevilo vseh 1 6765 | 6411 | 6290 | 6158 | 5711 | 5600

kandidatov

Tabela 3. Delezi vseh kandidatov (v %) po tockovnih ocenah pri matematiki v letih
2013-2018.
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Slika 3. Delezi vseh kandidatov (v %) po tockovnih ocenah pri matematiki v letih 2013—
2018.

21-letnikov, odraslih in poklicnih maturantov, ki piSejo peti predmet splosne
mature).

V dosedanji praksi se matura iz matematike analizira lo¢eno za osnovno
in za visjo raven, kot da sta to dva izpita. Ker se kandidati samostojno
odlocajo, na kateri ravni bodo opravljali izpit, njihova odlocitev pa je odvi-
sna od razli¢nih dejavnikov (npr. vpisni pogoji, izkusnje prejsnje generacije
itd.) se delez in struktura kandidatov, ki izberejo vigjo raven, z leti rahlo
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spreminja. Vsak kandidat ima za odloCitev svoje razloge, globalno pa so te
odlocitve s stalisc¢a analitika naklju¢ne in predvsem nepredvidljive. Ker so
vsi kandidati, ne glede na to, katero raven izpita so izbrali, maturanti splo-
$ne mature, jih je smiselno obravnavati kot dve podmnozici iste populacije.
Zato lahko v nadaljevanju analiziramo dosezke kandidatov celotne popula-
cije in jih primerjamo med seboj po letih. Tabela 3 in slika 3 prikazujeta
deleze vseh kandidatov po tockah na maturi iz matematike v letih 2013-
2018. Odstopanja po letih so po pricakovanju manjsa, kljub temu pa lahko
reCemo, da so pomembna, saj se gibljejo med 1 in 6,4 odstotne tocke. To pa
za celotno populacijo ni zanemarljiv delez. ManjSa odstopanja je mogoce
delno pojasniti s prosto izbiro ravni, ta pa je lahko pomembno odvisna npr.
od spremembe vpisnih pogojev na eni od popularnih fakultet.

Spomnimo, da je matematika obvezen predmet splosne mature, zato je
prosta izbira ravni opravljanja izpita utemeljena, saj bi s previsokim mi-
nimalnim standardom znanja matematike lahko postavili previsoko oviro
maturantom, ki so zelo talentirani na kakem drugem podro¢ju. Kot mate-
matiki lahko obzalujemo, da je delez kandidatov na visji ravni sorazmerno
skromen (okoli 25 %), saj bi bilo smiselno pri¢akovati, da bodo vsaj bodo¢i
Studenti naravoslovja in tehnike opravljali izpit na visji ravni zahtevnosti.
Ker fakultete tega v vpisnih pogojih ne zahtevajo, bodoci studenti zelo po-
gosto izberejo osnovno raven. Celo za bodoce Studente matematike matu-
ritetni izpit iz matematike na vigji ravni ni obvezen. Zato je (pre)skromen
delez kandidatov na visji ravni razumljiv. Maturitetna komisija s politiko
pretvorbe tock v ocene, o kateri bo ve¢ povedano v nadaljevanju, namerava
v prihodnosti povecati primerljivost dosezkov na obeh ravneh in s tem Se
bolj jasno zagotoviti premalo pogumnim kandidatom, da je smiselna prijava
in priprava na viSjo raven izpita, saj bo ta ob nalozbi v boljSe predznanje
matematike ob zacetku Studija tudi prakticno brez tveganja, da bi zaradi
izbire visje ravni tvegali nizjo oceno zaradi zahtevnejSega izpita.

Pri vpisu na fakultete z omejenim vpisom pogosto hkrati kandidirajo
maturanti razlicnih generacij. (Pre)velike razlike v porazdelitvi ocen med
generacijami imajo lahko nezazelene posledice, zato jih je smiselno kontro-
lirati in kar se da zmanjSati nepojasnjena ali neutemeljena nihanja.

Taksonomske stopnje in tezavnost izpitnih nalog

Taksonomske stopnje

Pri oblikovanju izpitnih ciljev ter izpitnih nalog in vprasanj pri sploSni ma-
turi se uposteva enotna lestvica taksonomskih stopenj, ki so opredeljene v
Maturitetnem izpitnem katalogu za splosno maturo [5]:

- prva stopnja: poznavanje (poznavanje dejstev, podatkov, pojmov, defi-
nicij, teorij, formul ... );
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- druga stopnja: razumevanje in uporaba (ugotavljanje vzroéno-posledic-
nih odnosov, iskanje zgledov, navajanje svojih lastnih primerov, reseva-
nje problemov, prevajanje enega simboli¢nega zapisa v drugega ... );

- tretja stopnja: samostojno reSevanje novih problemov, interpretacija in
vrednotenje (izvirne resitve v novih okolis¢inah, analiza, primerjanje,
posplosevanje, sklepanje, sinteza, samostojno utemeljevanje ... ).

Gornje opredelitve taksonomskih stopenj so splosne in jih je tezko korektno
in na enak nacin implementirati v vse maturitetne predmete. Zato upora-
blja komisija za matematiko dodatne in bolj natanéne opisne kriterije za
razvr$¢anje nalog in vpraSanj na posamezno taksonomsko stopnjo. Delezi
taksonomskih stopenj v maturitetnem izpitu so predpisani s katalogom, kar
velja za vse maturitetne predmete. Kljub morebitnim upravi¢enim pomisle-
kom zaradi nenatancnosti definicije taksonomskih stopenj izkusnje pokazejo,
da upostevanje taksonomskih stopenj bistveno prispeva k predvidljivosti pri-
cakovanega rezultata izpita ali testa.

Edukometriéni indeksi

V edukometri¢nih analizah se pojavljajo razli¢ni indeksi (glej na primer po-
rocila [9]). Tu omenimo samo enega, ki ima intuitivno precej jasen pomen.
Indeks tezavnosti naloge je povprecen rezultat naloge na populaciji, torej
povprecen delez dosezenih tock. Po definiciji je torej izmerjena tezavnost
naloge odvisna od populacije, na kateri jo merimo. Zato je meritev tezav-
nosti neke naloge sorazmerno zanesljiva, lahko bi rekli tudi ustrezna, e je
izraCunana kot povprecen rezultat na prvem izpitnem roku mature, ko je
stevilo kandidatov okoli 5000 (ali 1500 na visji ravni).

Ker so bile doslej praviloma naloge na poli 1 na visji ravni kar enake
nalogam na osnovni ravni, je bila tezavnost teh nalog izmerjena dvakrat.
Seveda je bila opazena bistvena razlika, ¢e primerjamo tezavnost iste naloge
na osnovni in vi§ji ravni. Predvidevamo, da bi lahko opazili precejsnje razlike
tudi, ¢e bi isto nalogo merili na spomladanskem in na jesenskem izpitnem
roku, saj vemo, da je struktura kandidatov jeseni precej druga¢na kot na
prvem roku.

Ce premislimo malo §irse, bi lahko definirali relativno tezavnost glede na
sicersnje sposobnosti populacije, na kateri merimo tezavnost naloge. Taksna
definicija je naravno prisotna, ¢e uporabimo teorijo odgovora na postavko,
kjer je tezavnost funkcija, ki pove verjetnost pravilnega odgovora za kandi-
data z dano sposobnostjo.
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Tezavnost in taksonomija

Praviloma so naloge nizjih taksonomskih stopenj lazje, imajo torej visjo
vrednost indeksa tezavnosti.! Pri merjenju tezavnosti se izkaze, da je za
rezultat izredno pomembno tudi to, ali kandidati nalogo ali tip naloge pri-
cakujejo. Tako je bilo v preteklosti kar nekaj primerov, ko se je naloga
izkazala za zelo slabo resevano, ¢eprav po taksonomiji ne bi bila uvrséena
visoko, ali pa objektivno gledano ni pretirano zahtevna. Naloga visje ta-
ksonomske stopnje postane lazja, ¢e so kandidati podobno nalogo ze videli,
na primer v kaki zbirki nalog. Presenecenje je lahko tudi naloga, ki je sicer
povsem obicajna, a je na maturitetnih izpitih (dolgo) ni bilo. Primer iz ene
od matur v bliznji preteklosti je presenetljivo slabo reSevana naloga s tremi
povsem standardnimi limitami, skoraj zanesljivo zaradi tega, ker je vecino
kandidatov presenetila.

Pretvorba tock v tockovne ocene

Ugotavljanje taksonomije nalog in predvidevanje indeksa tezavnosti sta
orodji, s katerima predmetne komisije poskusijo v ¢im vecji meri pripraviti
ve¢ enakovrednih izpitnih kompletov. Postopek je v veliki, ali bolje receno,
v preveliki meri odvisen od znanja in intuicije ¢lanov predmetne komisije,
zato je koristno razmisljati o metodi, ki bi dala dodatna zagotovila, da ne
bo prevelikih nepredvidenih razlik. Tu najprej opiSemo sedanji postopek
pretvorbe rezultatov v tockovne ocene.

Potem ko so vsi kandidati ob istem ¢asu pisali maturo in so zunanji oce-
njevalci v skladu s potrjenim moderiranim to¢kovnikom ocenili izdelke ano-
nimnih kandidatov, pridejo rezultati nazaj k predmetni komisiji, ki pripravi
predlog pretvorbe tock v tockovne ocene (in ocene). Osnova so vnaprej pred-
videne meje med ocenami, ki temeljijo na oceni tezavnosti izpitnih nalog,
kar je vsebinski kriterij. Po primerjavi dejanskih rezultatov s pricakovanimi
in po primerjavi porazdelitve ocen s preteklimi leti se komisija lahko odlo¢i
za manjse popravke mej. Spremembe mej so pogosto utemeljene vsebinsko,
ko analiza uspeha po posameznih nalogah pokaze, da je bila neka konkretna
naloga nepricakovano resevana slabse od pricakovanj ali da je rezultat pri
nekaterih nalogah nad pricakovanji. Bistveno tezje je v izpitnem kompletu
(pred letom 2021) utemeljiti razmerje med mejami med ocenami na osnovni
in vi§ji ravni, saj je tezavnost pole 2 na viSji ravni Se tezje napovedati,
predvsem zato, ker kandidati ob dveh obveznih nalogah izbirajo Se eno med
dvema izbirnima nalogama. PrecejSnja nihanja v porazdelitvi ocen na visji
ravni (slika 2) so bila zato pri dosedanjem nacinu pretvorbe tock v ocene
neizbezna.

10Bolj ustrezno bi bilo ta indeks poimenovati »indeks lahkosti«.
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V nadaljevanju opiSemo osnovno idejo, na kateri bi lahko temeljilo pre-
tvarjanje tock v ocene v prihodnosti.'’ Metoda temelji na kombinaciji kla-
si¢ne teorije in teorije odgovora na postavko (glej npr. [1, 4, 6]). Iz strukture
izpita [2] lahko izpitni komplet razumemo kot kombinacijo treh postavk ali
treh klasi¢nih testov (test A sestavljajo naloge sklopa A, podobno za B
in C). Vsakega od treh testov lahko v duhu teorije odgovora na postavko
razumemo kot eno obsezno nalogo.'?

Zelo na kratko in brez podrobnosti (ve¢ o tem na drugem mestu) je ideja
usklajene pretvorbe tock v ocene za obe ravni naslednja. Ob privzetku, da
je celotna populacija na spomladanskem roku obi¢ajna,'® lahko iz rezulta-
tov dobimo tezavnost sklopa B. Sklop B piSejo vsi kandidati, zato je stevilo
kandidatov dovolj veliko in zanesljivost ocene tezavnosti sklopa B ni vpra-
§ljiva. Na osnovi rezultatov na sklopu B lahko dobimo oceno sposobnosti
obeh skupin kandidatov, ki so pisali osnovno in viSjo raven izpita. Iz znane
(tako izracunane) sposobnosti skupine lahko v naslednjem koraku dobimo
tezavnosti testov A in C. In nazadnje, potem ko smo na opisani na¢in dobili
tezavnosti testov A, B in C (predvsem je pomembno, da imamo zanesljivo
oceno razmerja med tezavnostmi A in C), lahko utemeljeno postavimo meje
za ocene v obeh primerih. Tako bi na primer lahko dobili, da je meja za
to¢kovno oceno 4 na osnovni ravni enaka 75 %, na visji ravni pa 64 %. Na-
dalje samo povejmo, da je mogoce pokazati, da obstaja neko (izra¢unljivo)
Stevilo tock m na sklopu B, tako da je verjetnost, da bo naklju¢no izbrani
kandidat, ki je na sklopu B dosegel m tock, z enako verjetnostjo dosegel
vsaj 75 % v primeru, da je izbral osnovno raven, ali vsaj 64 % v primeru,
da je izbral visjo raven. Ker so dosezene tocke na maturi cela Stevila, lahko
na splosno pride do napake zaradi zaokrozanja in so omenjene verjetnosti le
priblizno enake.

Tako dosezemo utemeljeno primerljivost med tockovnimi ocenami na
osnovni in vi§ji ravni. Na (Se ve¢jo kot doslej) stabilnost porazdelitve med
generacijami lahko vplivamo tako, da predpostavimo, da so zaporedne ge-
neracije povsem (ali skoraj) enako sposobne, na osnovi te hipoteti¢ne poraz-
delitve pa dolo¢imo tezavnost sklopa B. Kot Ze omenjeno, to predpostavko
maturitetne komisije pri vseh predmetih uporabljajo za osnovo ze do sedaj,
s tem da je bila pri izpitu iz matematike narejena lo¢eno za osnovno in visjo
raven.

Pred zakljuc¢kom povejmo nekaj ve¢ o posledicah, torej o tem, kaj, ob

H)\Metodo bi lahko uporabili tudi na dosedanjih maturah. Iz neznanih razlogov se s tem
doslej kot kaze ni Se nih¢e resno ukvarjal. Vprasanje je zaradi strukture izpita pomembno
samo (ali predvsem) za matematiko, implementacija alternativne metode pa presega po-
oblastila predmetne komisije, zato je v tej opombi uporabljen pogojnik.

2Popolna uporaba teorije odgovora na postavko bi za postavke vzela posamezne naloge
ali celo posamezne dele nalog.

139 tem mislimo, da je generacija po sposobnostih zanemarljivo druga¢na od generacije
pred njo.
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upostevanju prej povedanega, lahko svetujemo kandidatom, ki se bodo od-
locali o izbiri med osnovno in viS§jo ravnjo izpita. Za lazje razumevanje
najprej kandidate v grobem razdelimo v tri skupine glede na dosezen uspeh
na gimnaziji:

1. kandidati z ocenami 5 in 4,

2. kandidati z oceno med 3 in 4,

3. kandidati z oceno 2.

Za vecino, predvsem pa za povprecne kandidate druge skupine, bo pri-
cakovana ocena enaka, ne glede na to, ali izberejo izpit na osnovni ali visji
ravni. To z drugimi besedami pomeni, da se je za raven smiselno odlociti
na osnovi tega, kaj nameravajo Studirati in koliko energije so pripravljeni
vloziti v resno pripravo na maturo. Za kandidate tretje skupine je zelo
priporocljivo, da izberejo osnovno raven, ker menimo, da jim verjetno na
sklopu C ne bo uspelo pokazati svojega znanja. Za kandidate prve skupine
je seveda smiselno izbrati viSjo raven, saj imajo tam priloznost zasluzeno
dobiti visje tockovne ocene. Seveda pa morajo za to ponoviti ali se nauciti
nekaj dodatne in zahtevnejSe snovi, ki je v uénem naértu opredeljena kot
posebna znanja.
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Kljuéne besede: epidemija, padanje kapljic, dihala

Dandanes, ko po svetu razsaja virus SARS-CoV-2, ki se med ljudmi najverjetneje
najbolj prenasa kaplji¢no, je zelo aktualno vprasanje, koliko ¢asa v zraku ostanejo poten-
cialno patogene kapljice, ki jih iz telesa izlo¢imo iz dihal ob kihanju, kasljanju, govorjenju
ali dihanju. Ob dolo¢enih poenostavitvah o kemiéni sestavi kapljic in nekaterih drugih
predpostavkah je mozno izracunati, koliko ¢asa bi potrebovala kapljica, da pade na tla iz
neke zacetne visine. Rezultati kazejo, da vegje kapljice (npr. tiste z radijem vecjim od 50
pum) padejo iz visine dveh metrov na tla v nekaj sekundah, medtem ko bi lahko manjse
kapljice (npr. tiste z radijem manjsim od 5 pum) padale do tal tudi ve¢ ur — seveda v ne
prevec suhem zraku, ko se ne bi povsem osusile.

FALLING OF RESPIRATORY DROPLETS

Nowadays, with the pandemic caused by the SARS-CoV-2 virus, which is most likely
transmitted between humans by respiratory droplets emitted by coughing and sneezing,
the question of how long these droplets stay airborne is relevant. With the simplification
of the chemical composition of the droplets and assuming stationary air, it is possible
to calculate how long it would take for a droplet to fall to the ground from some initial
height. The results show that larger droplets (e.g., those with a radius greater than 50
pm) fall from a height of two meters to the ground in a matter of seconds, while smaller
droplets (e.g., those with a radius less than 5 pm) can remain airborne for several hours
— assuming that the droplets don’t completely dry out.

Uvod

Dandanes, ko po svetu razsaja virus SARS-CoV-2, ki se med ljudmi naj-
verjetneje najbolj prenasa kaplji¢no, je zelo aktualno vprasanje, koliko casa
v zraku ostanejo potencialno patogene kapljice, ki jih iz telesa izlo¢imo iz
dihal.

Ob kihanju, kasljanju, govorjenju in dihanju se iz dihal izlo¢a vecje Ste-
vilo kapljic [4]. Na primer, ob mo¢nem kihanju se lahko izlo¢i ve¢ kot 40 000
kapljic [9] in ¢e si ust in nosu med kihanjem ne pokrijemo, lahko kapljice
priletijo tudi do 8 metrov dale¢ v horizontalni smeri [1]. Te kapljice so del
turbulentnega oblaka, ki se stran od izvora premika z veliko hitrostjo (lahko
tudi ve¢ kot 100 m/s, [9]). Med premikanjem lahko predvsem veéje kapljice
iz oblaka ze izpadejo in potencialno kontaminirajo razliéne povrsine na tleh
ali predmetih. S¢asoma oblak izgubi zagon in razpade, preostale kapljice v
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oblaku pa za¢nejo intenzivneje padati in izhlapevati. Tudi pri govorjenju in
dihanju se lahko izloca vecje Stevilo kapljic. Te iz telesa sicer ne izhajajo
s tako veliko hitrostjo kot pri kihanju, vendar pa se lahko med pocasnim
padanjem proti tlom premikajo skupaj z okoliskim zrakom in v tem casu
lahko prepotujejo ve¢jo horizontalno razdaljo. Pri tem glavno vlogo igra
hitrost padanja kapljic skozi zrak, saj doloca, kako hitro bo neka kapljica
padla na tla, to pa je odvisno predvsem od njene velikosti. Velikost kapljic
se ob izhlapevanju manjSa, hitrost izhlapevanja pa je mocno odvisna od
temperature in vlaznosti zraka, skozi katerega padajo.

Nas predvsem zanima, koliko ¢asa traja, da posamezna kapljica pade na
tla skozi povsem mirujo¢ zrak ob dolo¢eni predpostavki o relativni vlaznosti.
Ker je izhlapevanje kapljic, ki jih tvorijo kompleksne bioloske tekocine, slabo
raziskano [1], bomo v nasi obravnavi kemi¢no sestavo kapljic zelo poenosta-
vili. Predpostavimo, da je sestava kapljic podobna slini, v kateri 99,5 %
mase predstavlja voda [3], ter da preostale 0,5 % mase predstavlja NaCl, ki
je v vodi raztopljen.

Ravnovesna hitrost padanja kapljic

Majhna kapljica zelo hitro doseze ravnovesno hitrost padanja. Na primer,
kapljica z radijem 30 pum doseze 99 % ravnovesne hitrosti v priblizno 0,05
sekunde, ko iz mirovanja pade za priblizno 4 mm [5]. Ravnovesno hitrost
padanja zelo majhnih kapljic (vyay) je mozno preprosto izraziti ob predpo-
stavki Stokesovega zakona upora, pri ¢emer ima v,y priblizno kvadratno
odvisnost od radija kapljice ([5], enacba 10-139)

Vray = Ckr?. (1)

V enachi je r radij kapljice, k£ pa konstanta, odvisna od teznega pospeska,
gostote vode in zraka ter dinamicne viskoznosti zraka. C' je korekcijski
faktor, ki je pomembno razlicen od 1 le za zelo majne kapljice z radijem
manjs$im od 5 um. Velja pol-empiriéna zveza C' = 1+ 1,26 - A\, /7, kjer je A\,
povprecna prosta pot molekul v zraku. Pri temperaturi 20 °C in zracnem
tlaku 1 bar priblizno velja k ~ 1,2-108m~1s7! in A\, = 6,6-108 m [2].
Predpostavka o Stokesovem uporu in s tem enacba (1) dobro veljata za
kapljice z radijem 0,5 yum < r < 10 pm, vsaj priblizno pa e vse do r <
50 pm.

Slika 1 prikazuje ravnovesno hitrost padanja kapljic v odvisnosti od ra-
dija. Za kapljico z radijem 10 pym je ravnovesna hitrost padanja priblizno
1,2 cm/s, torej bi taksna kapljica z visine dveh metrov na tla padla v pribli-
zno 2,7 minute (seveda spet ob predpostavki, da zrak popolnoma miruje).
Ker pa okoliski zrak ve¢inoma ni nasi¢eno vlazen, zacne voda iz kapljice
izhlapevati in se kapljica manjsa. Zato se njeno padanje upocasni in potre-
buje ve¢ casa, da pade na tla. Na primer, za kapljico z radijem 2 um je vpay
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priblizno 0,5 mm/s, kar pomeni, da bi za padec globok dva metra potrebo-
vala precej ve¢ ¢asa kot kapljica z radijem 10 gm (priblizno 1,1 ure). Spet
drugace velja za Se vec¢jo kapljico z radijem 50 um — za njo je v,y priblizno
30 cm/s, kar je dosti ve¢ kot za kapljico z radijem 10 ym. Taksna kapljica
bi za dvometrski padec potrebovala le dobrih 6 sekund, kar je premalo, da
bi se njena velikost v tem Casu bistveno zmanjsala, in zato taksna kapljica
hitro pade na tla.

100 cm/s L L L L

10 cm/s 4

1 cm/s A

0.1 cm/s 4

0.01 cm/s 4

ravnovesna hitrost padanja kapljice

0.001 cm/s T T T T
Opum 10um 20um 30pum 40 pum 50 um

radij kapljice

Slika 1. Ravnovesna hitrost padanja kapljic v mirujotem zraku (vyay) izraGunana po
enachi (1) pri temperaturi 20 °C in zra¢nem tlaku 1 bar.

Vpliv topljenca in ukrivljenosti na nasiéeni parni tlak ob kapljici

Hitrost izhlapevanja vode iz kapljice je mo¢no odvisna od vrednosti nasi-
Cenega parnega tlaka tik nad povrsino kapljice. Razmerje med nasi¢enim
parnim tlakom nad povrsino kapljice, v kateri je raztopljena dolo¢ena masa
x topljenca (es,z), ter nasi¢enim parnim tlakom nad ravno povrsino vode,
v kateri ni topljenca (es), opisuje Kohlerjeva enacba ([5], enacba 6-27):

In (”) _A_B 2)

es r rd

Clen é s konstanto A, ki je sorazmerna z vrednostjo povrsinske napetosti
vode, opisuje vpliv ukrivljenosti povrsine kapljice — ta ima ucinek, da nad
povrsino kapljice poveca nasi¢eni parni tlak (¢im manjsa bo kapljica, tem
bolj bo ukrivljena njena povrsina in tem veéji bo ¢len A/r). Clen T% z B(z),
ki je sorazmeren masi topljenca, pa opisuje vpliv topljenca — ta ima ucinek,
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da nad povrsino kapljice zniza nasic¢eni parni tlak. Pri majhnih kapljicah,
zaradi kubi¢ne odvisnosti od radija, prevlada uc¢inek topljenca in posledi¢no
je nasiceni parni tlak nad majhno kapljico praviloma nizji od tistega nad
ravno povrsino vode, v kateri ni topljenca.

Kapljica z radijem 10 gm ima maso priblizno 4,2 - 10712 kg, kar (ob
predpostavki, da 0,5 % mase kapljice tvori NaCl) pomeni, da bi bila masa
raztopljenega NaCl priblizno 2,1 - 10~ kg. Ob predpostavki, da je tempe-
ratura 20 °C in da je v vodi raztopljenega 2,1 - 1074 kg NaCl, dobimo za
A=3,2-10%minza B~ 3,1-10718 m? ([5], enacba 6-28).

10 1 1 1 L

0.9+

0.8

0.7 +

razmerje eg, /€

0.6

0.5 T T T T
0 um 2 pum 4 um 6 um 8 um 10 um

radij kapljice

Slika 2. Razmerje med nasi¢enim parnim tlakom e, nad ukrivljeno kapljico s topljen-
cem in nasi¢enim parnim tlakom es nad ravno ¢isto vodo v odvisnosti od radija kapljice.
Vrednosti so izratunane iz enacbe (2) ob predpostavkah, da je temperatura 20 °C in da
je v vodi raztopljenega 2,1 - 10~ kg NaCl.

Odvisnost razmerja e, ,/es v odvisnosti od radija kapljice je prikazana
na sliki 2. Praviloma velja, da je nad povrs§ino manjse kapljice nasi¢eni parni
tlak manjsi in da vrednost z vse ve¢jim radijem naraSca proti vrednosti, ki
je nad ravno vodno povrsino. Na primer, pri radiju 3 um je nasiceni parni
tlak nad povrsino kapljice enak priblizno 90 % vrednosti nasi¢enega parnega
tlaka nad ravno povr§ino vode. To je predvsem posledica raztopljenega
NaCl, ki nad povrsino kapljice zniza nasiceni parni tlak, ter tega, da je
koncentracija enake koli¢ine NaCl v ve¢ji kapljici manjsa. Ob izhlapevanju
se seveda koncentracija NaCl v kapljici povecuje.

Dodatno komplikacijo predstavlja dejstvo, da koncentracija raztoplje-
nega NaCl v vodi ne more biti poljubno velika. Koncentracija NaCl je
praviloma nasi¢ena, ko parni tlak nad kapljico doseze priblizno 75 odstot-
kov vrednosti nasi¢enega parnega tlaka nad ravno ¢isto vodo (tako imeno-
vana tocka delikvescence, [5]). Ce je relativna vlaznost nizja od 75 %, se
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kapljica sicer lahko povsem osusi (v tem primeru bo ostal le trdni delec
NaCl) — vendar to ni nujno. Eksperimenti kazejo, da lahko tekoce kapljice,
ki vsebujejo NaCl, obstajajo vse do vlaznosti 45 % (tako imenovana tocka
efflorescence, [10]).

Trdni delec NaCl, ki nastane, ¢e se kapljica popolnoma osusi, nima nujno
povsem sferi¢ne oblike, precej pa se spremeni tudi gostota delca (gostota
kristalizirane NaCl je priblizno dvakratnik gostote tekoCe vode). Zato se
bomo pri nadaljnji obravnavi omejili na primere, kjer je relativna vlaznost
vsaj 50 %, pri ¢emer bomo predpostavili, da se kapljice ne osusijo povsem.

Hitrost manjsanja kapljice ob izhlapevanju

Ob predpostavki, da okoliski zrak ni nasi¢eno vlazen, voda iz kapljice iz-
hlapeva in kapljica se manjsa. Pricakovali bi, da bo ¢ez nekaj casa dosegla
ravnovesno velikost glede na vlaznost v okolici (npr. za relativno vlaznost
90 % je pri 2,1 - 10~ kg NaCl to radij 3 um) — seveda, ¢e kapljica ne bo ze
prej padla na tla.

Hitrost izhlapevanja kapljice je odvisna od hitrosti prenosa vodne pare
stran od kapljice, ki skozi miren zrak poteka le z molekularno difuzijo. Hi-
trost spremembe mase sferi¢ne kapljice ob izhlapevanju oziroma kondenza-
ciji lahko izrazimo z izrazom (enacba 7-7 v [6])

dm

p = 471 Dy(py — por), (3)

kjer je m masa kapljice, D,, konstanta difuzivnosti vodne pare skozi zrak (pri
temperaturi ledis¢a in standardnem tlaku 1013 hPa je vrednost D, priblizno
0,2 cm?/s), p, gostota vodne pare v okoliskem zraku, p,, pa gostota vodne
pare tik nad povrsino kapljice. Enacba (3) je omenjena tudi v ¢lanku, ki
se ukvarja z zmrzovanjem podhlajenih kapljic, saj izhlapevanje pomembno
vpliva tudi na odvod toplote v okolico [8].

Za izhlapevanje je pomembno, da je gostota vodne pare tik ob kapljici
vecja od tiste v okolici — v tem primeru je dm/dt < 0 in kapljica se manjsa.
Za gostoto vodne pare tik ob povrsini kapljice lahko privzamemo kar nasi-
¢eno vrednost — pri tem pa je treba upostevati, da imata kapljica in zrak
tik ob kapljici nekoliko nizjo temperaturo od okolice, saj se za izhlapevanje
vode porablja toplota (pri kondenzaciji je ravno obratno).

Iz enacbe (3) je mozno v nekaj korakih priti do izraza za hitrost spre-

membe velikosti kapljice
dr 13 €srx
oS g_ sne 4
dt r ( €s > ’ (4)

Ta izraz je enak enacbi 7.18 v [6], le da je v Stevcu namesto ¢lena 1 +
A/r — B/r?® zapisan kar bolj sploSen izraz e, . /es, koeficienta F, in Fy pa
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sta zdruzena v koeficient £ = 1/(Fy, + Fy). S je relativna vlaznost zraka v
okolici (razmerje med parnim tlakom v zraku in nasi¢enim parnim tlakom
nad ¢isto ravno vodo). ¢ je odvisna le od temperature in zracnega tlaka
— vrednosti lahko preberemo iz slike 7.1 v [6]. Pri temperaturi 20 °C in
zracnem tlaku 1 bar priblizno velja € ~ 1,3 -10710 m?/s.

Enacbi (3) in (4) veljata le v primeru, da kapljica glede na zrak povsem
miruje — Ce se kapljica glede na zrak premika, je treba upostevati tudi kon-
vekcijski prenos vlage in toplote. Tega lahko poenostavljeno upostevamo
s tem, da desne strani enacb (3) in (4) pomnozimo s t. i. ventilacijskim
faktorjem f,. Velja f, > 1, saj konvekcija vedno poveca prevajanje toplote
oziroma prenos vodne pare. Izkaze se, da je za kapljice z radijem manjsim
od 10 pum uc¢inek konvekcije zanemarljiv (f, =~ 1). Za vecje kapljice pa udi-
nek ni ve¢ zanemarljiv — na primer, za kapljice z radijem 50 ym je f, ~ 1,2
([5], enacba 13-60). V nasi obravnavi bomo uéinek konvekcije zanemarili,
saj se bomo omejili na velikosti kapljic do » = 50 pm. Sicer pri r = 50 um
ucinek konvekcije ni ve¢ popolnoma zanemarljiv, vendar pa ta poenostavi-
tev ni zelo velika glede na nekatere druge (npr. o kemiéni sestavi kapljic in
0 povsem mirujo¢em zraku).

Najprej lahko poskuSamo ugotoviti, koliko ¢asa bi bilo potrebno, da
bi se kapljica zmanjsala do poloviénega radija. Enacbo (4) lahko resimo z
integracijo od zacetnega radija 9 do polovi¢nega radija ro/2 ter od ¢asa 0 do
tro/2- Ce predpostavimo, da je uéinek topljenca in ukrivljenosti kapljice na
nasiceni parni tlak majhen (kar v primeru na sliki 2 priblizno velja, dokler
je r > 5 pm), lahko predpostavimo kar eg,,/es ~ 1. V tem primeru se
enacba 4 precej poenostavi in jo lahko resimo s preprosto integracijo

dr &
7 ;(S - 1),
ro/2 tTO 2
/ Tdrzf(S—l)/ ' dt, (5)
0 0

; _ 37“(2)
2T ge(1-8)

Slika 3 prikazuje odvisnost tro/2 od zacetnega radija in vlaznosti. Za S =
0,9 in 79 = 10 pm dobimo ¢, 2 = 3s. Torej se velikost radija zelo hitro
prepolovi — padec kapljice v tem ¢asu je majhen (priblizno 3 em). Ce bi bila
relativna vlaznost 50 %, bi bil ¢, /o Se petkrat krajsi (0,6 s). Prav tako bi bil
tro/2 krajsi za kapljice z manjso zacetno velikostjo, saj je v izrazu kvadratna
odvisnost od rg.

Posledi¢no lahko pricakujemo, da kapljica z zacetnim radijem manjsim
od 10 pm v nekaj sekundah doseze svojo ravnovesno velikost. Ker se pri-
lagoditev velikosti hitrosti zgodi zelo hitro, lahko spust kapljice v tem ¢asu
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Slika 3. Odvisnost ¢asa t,, /2, ki je potreben, da se kapljica zmanjsa na poloviéno veli-
kost, od zacetnega radija kapljice in relativne vlaznosti — enacba (5). Izra¢un je narejen
ob predpostavkah, da je temperatura 20 °C, zracéni tlak 1 bar ter da je v zacetni fazi
izhlapevanja uéinek topljenca in ukrivljenosti na nasi¢en parni tlak majhen.

kar zanemarimo (v primerjavi z visino dveh metrov) in predpostavimo kar
konstantno hitrost padanja.

Na primer, kapljica z zacetnim radijem 10 ym v nekaj sekundah izhlapi
do ravnovesne velikosti z radijem 3 ym (velja za S = 0,9). Za tako ve-
liko kapljico je ravnovesna hitrost padanja priblizno 1,1 mm/s — torej bi za
dvometrski padec na tla potrebovala priblizno 30 minut.

Drugace pa velja za vecje kapljice. Na primer, za rg = 50 pm in S = 0,9
dobimo t, /o = 72s. Ker je ravnovesna hitrost padanja kapljice z radijem
50 pm priblizno 30 cm/s, lahko upraviceno pri¢akujemo, da bo kapljica z
viS§ine 2 m v tem casu ze padla na tla. Hkrati tudi ne moremo vec privzeti,
da ves c¢as pada s konstantno hitrostjo, saj med padanjem hlapi, se manjsa
in zato pada vse pocasneje, a pade na tla, preden doseze ravnovesno velikost.

Cas padca kapljice do tal

Za izra¢un padanja kapljice torej ne moremo vedno privzeti, da kapljica pada
s konstantno hitrostjo. Za oceno padanja lahko v enac¢bo (4) vstavimo izraz
za €5, ./€s iz enacbe (2), ter jo kombiniramo z enacbo (1) za ravnovesno
hitrost padanja, kjer vy, zapisemo kot dz/dt ter izrazimo koeficient C'. Tako
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Slika 4. Sprememba radija (zgoraj) in padec kapljice (spodaj) v odvisnosti od ¢asa pri
relativni vlaznosti 50 % oziroma 90 %. Prikazani so izracuni za pet kapljic z razlicnimi
zacetnimi velikosti, ki so oznacene na slikah (ro = 2 pm, 5 pm, 10 pgm, 20 pm in 50 pum).
Izracun je narejen z numeri¢no integracijo enacb (6) ob predpostavkah, da zrak povsem
miruje, da 0,5 % zacetne mase kapljice predstavlja NaCl, preostalo pa je voda, da je
temperatura 20 °C, da je zracni tlak 1 bar, da kapljica ves ¢as pada z ravnovesno hitrostjo
padanja ter da se kapljica nikoli povsem ne osusi.

dobimo sistem dveh diferencialnih enacb:

Li(m(dE)

dz A
== (1412622 ) kr2.
dt <+’ r> "

Ta sistem enacb lahko re§imo z numeri¢no integracijo v ¢asu ter tako dobimo
spremembo radija in viSine kapljice v ¢asu. Na sliki 4 so prikazani rezultati
numeri¢ne integracije za pet velikosti kapljic in dve vrednosti relativne vla-
znosti. Padanje vseh kapljic poteka podobno. V prvi fazi se velikost kapljic
bistveno Se ne zmanjSa in padanje je enakomerno. Prva faza je pri manjsih
kapljicah kratka (npr. za ro = 5 pm je med 0,1 s in 1 s, odvisno od vlazno-
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sti), pri vecjih pa daljsa (npr. za rg = 50 um je = 55s). V drugi fazi, tam,
kjer se na ¢rtah na sliki 4 zgoraj vidi koleno, se kapljica za¢enja manjsati in
padanje je vse pocasnejse. V tretji fazi kapljica doseze ravnovesno velikost
in padanje spet postane enakomerno. Do tretje faze prej pride pri manjsih
kapljicah kot pri velikih. Na padanje ima velik vpliv vlaznost okoliskega
zraka. V bolj vlaznem zraku pride do druge in tretje faze pozneje kot v
bolj suhem zraku — posledi¢no kapljica pri veé¢ji vlaznosti pada hitreje. Tudi
ravnovesna velikost kapljice bo v bolj vlaznem zraku veéja, kar pomeni, da
bo tudi hitrost padanja v tretji fazi vecja.

7 vodoravno tockasto ¢rto je oznacena tudi visSina padca za 2 m — za kar
privzamemo, da je zacetna visina kapljice nad tlemi. Kapljica z ro = 50 pm
pade na tla v priblizno 10 sekundah, pri ¢emer je Se vedno v prvi fazi, saj
se njena velikost v tem ¢asu ne zmanjSa bistveno. Kapljica z rg = 10 pm
pride do tretje faze v priblizno 1 do 5 sekundah. Pri taksni kapljici je tudi
jasno viden velik vpliv vlaznosti na izhlapevanje in s tem na padanje — pri
90 % vlaznosti bo kapljica padla na tla v priblizno 30 minutah, pri 50 % pa
v priblizno 100 minutah.

Slika 5 in tabela 1 bolj podrobno kazeta odvisnost ¢asa, v katerem ka-
pljica pade za 2 m, od zacetne velikosti kapljice in vlaznosti. Za kapljice
vseh velikosti velja, da ¢im bolj vlazen je zrak, tem manj bodo hlapele in
zato tem prej padle na tla. Pri nekaterih kapljicah je ¢as padanja pri 50 %
vlaznosti lahko tudi ve¢ kot 30-krat daljsi kot ¢as pri 100 % vlaznosti (npr.
za kapljico z g = 10 pm je pri 50 % vlaznosti ta ¢as enak 1,7 ure, pri 100 %
vlaznosti pa 2,8 minute).

100000 s ¢

10000 s 4

1000 s -

dcaza2m

100 s 4

&as pa

10 s 4

Oum 10um 20um 30pum 40pum 50 um
zacetni radij kapljice (r,)

Slika 5. Cas, v katerem kapljica pade na tla z vigine 2 m, v odvisnosti od zacetne velikosti

kapljice in relativne vlaznosti. Izracun je narejen pri enakih pogojih in predpostavkah kot
pri sliki 4.
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zacetni radij kapljice (ro)

S 2 pm 5 pm 10 pm 20 pm 50 pm
1,00 | 5,5h (0,88 pum) 22 min (3,5 um) 2,8 min (9,9 pm) 41s (20 pm) 6,7 s (50 pm
0,95 11 h (0,62 pm 1,4h (1,8 um 19 min (3,7 pm) 3,3 min (7,6 pm) 6,8 s (49 pm
(
(1,

) ) ( ) )
) ) ( ) )
0,90 | 14 h (0,53 pm) 2,1h (1,4 pm) 30 min (3,0 pm) 6,2 min (6,1 pm) )
0,80 | 20h (0,44 pm) 3,2h (1,2 pm) 48 min (2,4 pm) 11 min (4,8 pm) 7 2's (46 pm)
0,70 | 26 h (0,38 pm) 4,3h (1,0 pm) 1,1h (2,0 pm) 15 min (4,1 pm) )
0,60 | 31h (0,34 pm) 5,3 h (0,89 pm) 1,4h (1,8 pm) 20 min (3,6 pm) )
0,50 | 37h (0,31 pm) 6,4h (0,81 pm) 1,7h (1,6 pm) 24 min (3,3 pm) )

Tabela 1. Enako kot slika 5, le da so prikazane numeri¢ne vrednosti za nekatere izbrane
zacetne velikosti kapljic. Vrednosti v oklepajih predstavljajo radij kapljice ob ¢asu padca
na tla.

Vecje kapljice ve¢inoma hitro padejo na tla. Na primer: kapljice z radi-
jem vecjim od 40 um padejo na tla v najve¢ treh minutah (sicer ob pred-
postavki, da relativna vlaznost ni manjsa od 50 %). Cas padanja manjsih
kapljic je lahko zelo dolg — tudi ve¢ ur — 8e posebej, ¢e je zrak zelo suh (a
vseeno ne toliko suh, da bi povsem izhlapele). Na primer, kapljice z radijem
5 um pri 100 % vlaznosti potrebujejo do tal 22 minut, pri vlaznosti 50 % pa
kar 6,4 ure.

Zakljucki

Cas, v katerem kapljica pade na tla, je odvisen predvsem od njene zacetne
velikosti ter temperature in vlaznosti okoliSkega zraka. Vecje kapljice izpa-
dejo v nekaj sekundah, medtem ko lahko manjse kapljice ostanejo v zraku
tudi vec¢ ur — seveda ob tem delno izhlapijo. Velik vpliv na padanje ima vla-
znost. Ce je zrak bolj suh, majhne kapljice bolj izhlapijo in dosezejo manjso
ravnovesno velikost in zato padajo pocasneje. Ce pa bi bil zrak zelo suh, pa
bi se lahko tudi povsem osusile in bi ostal le delec NaCl. Vpliv vlaznosti je
verjetno tudi razlog, zakaj so v notranjih prostorih kapljice prisotne v zraku
dlje ¢asa pozimi kot poleti. Pozimi notranje prostore obi¢ajno ogrevamo
in s tem znizamo relativno vlaznost, poleti pa prostorov ne ogrevamo in je
relativna vlaznost v notranjih prostorih visja in bolj podobna tisti zunaj.
Na padanje — posredno preko nasi¢enega tlaka vodne pare — pomembno
vpliva tudi kemicna sestava kapljice. Topljenec v kapljici vpliva na nasic¢eni
parni tlak nad povrsino kapljice, ter posledi¢no na hitrost izhlapevanja in
padanja kapljice. Pri nasi obravnavi smo zelo poenostavljeno predpostavili,
da 0,5 % zaCetne mase kapljice predstavlja NaCl, preostalo pa je voda. V
resnici je kemic¢na sestava kapljic, izlocenih iz dihal, precej bolj zapletena.
Predpostavili smo tudi, da kapljice padajo skozi zrak, ki povsem miruje.
V resnici tudi v notranjih prostorih zrak skoraj nikoli povsem ne miruje.
Razlike v temperaturi sten oziroma razli¢nih povrsin povzrocijo konvekcij-
ske tokove — na primer, topli radiatorji, povrsine, ki so skozi okno obsijane
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s son¢nim sevanjem, Stedilnik med kuhanjem in ne nazadnje tudi ljudje, ki
segrevamo okoliski zrak s telesom in lahko povzroc¢imo konvekcijsko dviganje
s hitrostjo ve¢ kot 0,2 m/s [7]. Premikanje zraka ima lahko tudi mehanske
vzroke — na primer, ventilatorji, prepih, premikanje in dihanje ljudi, od-
piranje in zapiranje vrat. Ravnovesna hitrost padanja majhnih kapljic je
pogosto manjsa kot hitrost premikanja zraka in posledi¢no zrak nosi te ka-
pljice s seboj naokrog, tudi navzgor. Tako lahko kapljice ostanejo v zraku
dlje casa, kot pa Ce bi ta povsem miroval, zra¢ni tokovi pa jih lahko prena-
Sajo tudi med razli¢nimi prostori skozi morebitne odprtine, kot so vrata, ali
pa skozi centralno povezan prezracevalni sistem.

Zaradi poenostavitev o kemicni sestavi kapljic, predpostavki o mirovanju
zraka in privzetku, da se kapljice nikoli povsem ne osusijo (tudi ko je vlaznost
manjsa od 75 %), nasi rezultati niso povsem kvantitativno uporabni. Vseeno
pa lahko sluzijo za kvalitativno razlago in razumevanje procesov, ki vplivajo
na padanje potencialno patogenih kapljic.

LITERATURA

[1] L. Bourouiba Turbulent, Gas Clouds and Respiratory Pathogen Emissions: Poten-
tial Implications for Reducing Transmission of COVID-19, JAMA, Published online
March 26, 2020. doi:10.1001/jama.2020.4756.

[2] S. Jennings, The mean free path in air, Journal of Aerosol Science, 19 (1988), 2,
159-166.

[3] L. K. McCorry, Essentials of Human Physiology for Pharmacy, CRC Press, 2005.

[4] L. J. G. R. Morawska, G. R. Johnson, Z. D. Ristovski, M. Hargreaves, K. Mengersen,
S. Corbett, C. Yu Hang Chao, Y. Li in D. Katoshevski, Size Distribution and Sites
of Origin of Droplets Expelled from the Human Respiratory Tract During FExpiratory
Activities, Journal of Aerosol Science 40 (2009), 3, 256—69.

[5] H. R. Pruppacher in D. J. Klett, Microphysics of clouds and precipitation, 2nd Ed.,
Springer, xx+954 pp, 2010.

[6] R. R. Rogers in M. K. Yau, A Short Course in Cloud Physics, 3rd Ed., Butterworth-
Heinemann, an Imprint of Elsevier, xiv+290 pp, 1989.

[7] M. Salmanzadeh, H. Zahedi, G. Ahmadi, D. R. Marr in M. Glauser, Computational
modeling of effects of thermal plume adjacent to the body on the indoor airflow and
particle transport, Journal of Aerosol Science, 53 (2012), 29-39.

[8] G. Skok in J. Rakovec, Podhlajene vodne kapljice v ozracju, Obzornik mat. fiz., 67
(2019), 5, 171-183.

[9] J. W. Tang, et al., Factors involved in the aerosol transmission of infection and control
of ventilation in healthcare premises, Journal of Hospital Infection, 64 (2006), 2, 100—
114.

[10] M. E. Wise, T. A. Semeniuk, R. Bruintjes, S. T. Martin, L. M. Russell in P. R.
Buseck, Hygroscopic behavior of NaCl-bearing natural aerosol particles using enviro-

nmental transmission electron microscopy, J. Geophys. Res., 112 (2007), D10224,
doi:10.1029/2006JD007678.

22 Obzornik mat. fiz. 67 (2020) 1



VESTI

Vabilo za predloge priznanj DMFA Slovenije za leto 2020

Spostovane ¢lanice in ¢lani DMFA Slovenije.

Vabimo vas k vlozitvi predlogov za podelitev priznanja DMFA Slovenije
za leto 2020. Priznanje lahko prejme posameznik ali posameznica za uspesno
delo z mladimi ali za strokovno dejavnost, posameznice oz. posamezniki ali
ustanove pa tudi za uspesno sodelovanje z Drustvom.

Predloge s pisnimi utemeljitvami posljite po e-posti na naslov tajnik@
dmfa.si ali po obi¢ajni posti na naslov DMFA Slovenije, Komisija za dru-
Stvena priznanja, Jadranska 19, 1000 Ljubljana, do 20. septembra 2020.
Predlogi naj bodo pripravljeni v skladu z veljavnim pravilnikom, ki je ob-
javljen na drustveni spletni strani in v Obzorniku za matematiko in fiziko,
letnik 65, §t. 5.

Priznanja bodo podeljena na letosnjem Obénem zboru DMFA Slove-
nije, katerega termin in lokacija bosta zaradi trenutnih negotovih razmer
objavljena naknadno. Predlagatelji in prejemniki priznanj bodo o odlo¢itvi
komisije obvesceni najkasneje 14 dni pred podelitvijo.

V imenu Komisije za drustvena priznanja pripravil Bostjan Kuzman

Novice Evropskega matemati¢nega zdruzenja (EMS)

Kongres in nagrade EMS 2020. Evropsko matemati¢no zdruzenje (Eu-
ropean Mathematical Society) vsaka Stiri leta organizira Evropski matema-
ticni kongres in na njem podeli nagrade EMS. Letosnji kongres, ki bi moral
potekati julija 2020 v Portorozu, je zaradi pandemije COVID-19 prestavljen
na 20.-26. junij 2021. Ob tej odlocitvi je odbor za nagrade v maju sporocil
tudi imena prejemnikov nagrad. Nagrade EMS mladim matematikom (do 35
let) bodo prejeli Karim Adiprasito (Hebrew University of Jerusalem / Uni-
versity of Copenhagen), Ana Caraiani (Imperial College London), Alexan-
der Efimov (Steklov, Moscow), Simion Filip (Chicago), Aleksandr Logunov
(Princeton), Kaisa Matoméki (Turku), Phan Thanh Nam (LMU Munich),
Joaquim Serra (ETH Zurich), Jack Thorne (Cambridge) in Maryna Via-
zovska (EPFL, Lausanne). Nagrado Felixa Kleina za uporabo matematike
v industriji prejme Arnulf Jentzen (University of Munster), nagrado Otta
Neugebauerja za podrocje zgodovine matematike pa Karine Chemla (Uni-
verza v Parizu in CRNS). Vsi nagrajenci bodo predvidoma predstavili svoje
delo prihodnje leto na kongresu v Portorozu, Ze zdaj pa si lahko utemeljitve
nagrad preberemo na spletni strani EMS in na spletni strani kongresa.
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Zasedanje sveta EMS. Vsaki dve leti poteka tudi zasedanje Sveta
EMS (Council of EMS), na katerem predstavniki individualnih in kolektiv-
nih ¢lanov potrdijo razli¢na porocila o delu in sprejemajo nacrte za prihodnje
delovanje. Letosnje zasedanje bi moralo potekati na Bledu 4. 7. 2020, a je
bilo zaradi pandemije COVID-19 izvedeno preko spletne videokonference.
EMS ima trenutno okoli 3000 individualnih in 110 kolektivnih ¢lanov, od
tega iz Slovenije 27 individualnih in 4 kolektivne ¢lane: DMFA, SDAMS, UL
FMF in UP FAMNIT, podpisani sem se zasedanja udelezil kot predstavnik
DMFA. Udelezenci smo se ob finanénem porocilu seznanili s spremembami
v zalozniski hisi EMS, ki je bila v stari obliki ukinjena, njena dejavnost
pa iz Svice prenesena na novo podjetje v lasti EMS s sedezem v Berlinu.
Ob tem bodo zajetna finan¢na sredstva stare hise v nekaj letih prenesena
na EMS, ki jih bo kot neprofitno zdruzenje namenil predvsem za posodo-
bitev delovanja in izdatnejSe financiranje razli¢nih znanstvenih aktivnosti.
Novi¢nik EMS Newsletter bo preoblikovan v sodobnejsi EMS Magazine, ak-
tualnim novicam bo namenjena posodobljena spletna stran. Izbrane znan-
stvene revije, ki jih izdaja EMS, z letom 2021 prehajajo v odprti dostop
po modelu S20 (Subscribe to Open). Ob izteku mandata nekaterim ¢lanom
Izvrinega odbora (Executive Committee) so bile pod vodstvom predsednika
Volkerja Mehrmanna (DAMM) uspesno izvedene tudi volitve z anonimnim
spletnim glasovanjem. Z veliko ve¢ino sta bila izvoljena novi podpredsednik
Jiff Rékosnik in novi tajnik Jorge Buescu (oba na predlog Izvrsnega odbora
EMS), za nove ¢lane odbora pa so bili izvoljeni e Barbara Kaltenbacher (na
predlog GAMM in DMV), Beatrice Pelloni (LMS), Frederic Helein (SMF,
SMAI), Sussana Terracini (UMI, SIMAI) in Luis Narvaez Macarro (RSME).
Zal so bili na volitvah neuspesni vsi trije kandidati iz vzhodnoevropskih dr-
zav. Prisotni so z volitvami izglasovali tudi, da bo kongres, nacrtovan za
leto 2024, potekal v Sevilli (Spanija), ki je prejela ve¢ glasov od Lizbone
(Portugalska). Ce bodo razmere dovoljevale, bo EMS konec oktobra 2020
praznoval 30 let svojega obstoja z dvodnevnim znanstvenim srecanjem v
Edinbourghu, naslednje srecanje predstavnikov nacionalnih zdruzenj pa bo
predvidoma v Franciji spomladi 2021. Za Slovenijo pa je posebej razvese-
ljiva novica, da bo na predlog Izvrsnega odbora naslednje zasedanje Sveta
EMS leta 2022 potekalo na Bledu, kar je v imenu organizatorjev potrdila
dr. Klavdija Kutnar iz UP FAMNIT.

Bostjan Kuzman
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Thomas Huckle in Tobias Neckel, Bits and Bugs: A Scientific and
Historical Review of Software Failures in Computational Sciences,
SIAM, Philadelphia 2019, 251 str.

Prvi avtor te knjige je profesor na Tehni- Thom3as Huckle

ki univerzi v Miinchnu, drugi raziskova- Tobias Neckel

Bits and Bugs

lec na isti ustanovi. Prvi avtor vzdrzuje
spletno stran [1], na kateri zbira porocila R e e
(6] programskih I]a,pa,ka]:]7 kl SO pOVZI‘OéﬂG of Software Failures in Computational Science
nesrece in druge nezazelene dogodke.

Knjiga je namenjena zelo Sirokemu
krogu ljudi, ki jih zanimajo take zgodbe:
od strokovnjakov in predavateljev, ki ze-
lijo popestriti pouk, do laikov, ki bodo
preskocili tezje razumljive dele. Vsebuje
tudi razlage nekaterih bolj tehni¢nih
stvari. V drugem poglavju tako zacne s
predstavitvijo celih Stevil v ra¢unalniku,
potem nadaljuje z zapisom realnih Ste-
vil, plavajoco vejico, pretvorbo med ra-
znimi formati zapisa in na koncu z rav-
nanjem v izjemnih primerih. Ce recimo
pride do deljenja z 0, se sistem ne sme
sesuti. (Avtor te recenzije se spomni, kako so jih pred pol stoletja pri pred-
metu Racunski praktikum posvarili, naj ne poskusSajo deliti z 0 na dragih
Svedskih elektromehaniénih rac¢unskih strojih. Ko je nekdo vseeno naredil
tako napako, se je tezki stroj »zaciklal«, se hitro vrtel brez prestanka in po
nekaj minutah se je iz njega zacelo kaditi.) Dobro je, e je sistem kar se da
zastiten pred takimi nepricakovanimi stanji.

Vse to je potrebno za razlago nesrece prve rakete Ariane 5 (let 501)
leta 1996. Raketa, ki bi v orbito morala prenesti stiri satelite, je slabo
minuto po izstrelitvi zavila iz smeri in eksplodirala. Skoda je znasala okrog
500 milijonov dolarjev.

Preiskavo je vodil znani francoski matematik Jacques-Louis Lions. Knji-
ga dobro analizira serijo napak, ki so povzrocile katastrofo. Ce nekoliko
poenostavimo, so uporabili programe Sibkejse rakete Ariane 4. Podatki
inercialnega sistema o polozaju in vodoravnem gibanju rakete so bili 64-
bitni in nato pretvorjeni v 16-bitna cela predznacena sStevila. Pri tem je
prislo do prekoracitve obsega, kar je povzrocilo ustavitev in nato ponovni
zagon inercialnega sistema. Ponovni zagon se je zacel s testnimi podatki, ki
niti priblizno niso odrazali dejanskega stanja. Interni racunalnik rakete pa

erroneous
state

Obzornik mat. fiz. 67 (2020) 1 25



Nove knjige

je to interpretiral kot trenutno stanje in ukazal moc¢an zasuk pogonskih Sob.
Sile, ki so ob tem nastale, so prekinile povezavo osnovne rakete in pomoznih
raket. Ceprav je bil inercialni sistem podvojen, je do iste napake prislo v
obeh sistemih in tako ta rezerva ni prav ni¢ pomagala. Ob vsakem takem
podrobno analiziranem primeru knjiga na kratko navede Se vrsto podobnih.

Naslednji je na vrsti problem prehoda v novo tisocletje. Letnica je
bila do takrat podana le z zadnjima dvema Stevkama. Zato je bilo treba
pravocasno spremeniti Stevilne programe in letnice podajati v celoti ali vsaj
s tremi Stevkami. Prehod je za¢uda potekal brez katastrof velikega obsega.
Vseeno je seznam zapletov dolg — od smesnih, ko so v Veliki Britaniji tisoce
dojenckov uvrstili med stoletnike, do tragi¢nih, ko so v Sheffieldu zaradi
napacno izrac¢unanega rizika za Downov sindrom izvedli dva splava. Nekaj
zapletov so kot obicajno povzroéili slabo izvedeni programski popravki, ki
naj bi odpravili problem.

Vpliv zaokrozitvenih napak je predstavljen z zgledom Vancouverske
borze v Kanadi. Racunalniski sistem je racunal borzni indeks kot utezeno
povprecje cene okrog 1500 delnic. Pravzaprav je seStel cene teh delnic in jih
pomnozil s faktorjem w, ki je bil izbran tako, da je bila zacetna vrednost
enaka 1000. Po 22 mesecih je indeks padel na 524,811, torej na dobro
polovico zacetne vrednosti. Zdi se neverjetno, da naj bi Sele takrat opazili,
da je nekaj moc¢no narobe. Knjiga tega paradoksa ne razlozi. Vendar naj
bi bil po Wikipediji [2] sloves te borze izredno slab (bila naj bi polna delnic
ni¢vrednih rudnikov). Poleg tega je bil to eden izmed prvih primerov borznih
indeksov in tako verjetno Stevilni teh vrednosti tako in tako niso jemali
resno.

Borza je konéno poklicala zunanje strokovnjake. Tem je stvar hitro
postala jasna. Racunalniski program je racunal na stiri decimalke in re-
zultate skrajsal na tri decimalke z rezanjem zadnje decimalke. Ce je bila
cetrta decimalka 0, napake zaradi rezanja ni bilo. V povprecju pa se je
rezultat zmanjsal za ¢ = 0,00045 glede na pravo vrednost. Indeks je pro-
gram posodabljal s podatki o spremembah cen delnic. Vsakic, ko se je cena
neke delnice spremenila, je k staremu indeksu pristel razliko cen, pomno-
zeno z w, in odrezal Cetrto decimalko. To se je zgodilo priblizno 2800-krat
na dan, kar je v povprec¢ju dnevno zmanjSalo pravo vrednost za priblizno
2800 x 0,00045 = 1,26. Dvaindvajset mesecev je 440 delovnih dni ... Ko
so novembra 1983 indeks znova izracunali »z ni¢elne tocke«, je vrednost ¢ez
vikend poskocila s 524,811 na 1098,892.

Simulacije so pokazale, da bi bila ob normalnem zaokrozevanju napaka
tudi po tako dolgem ¢asu zanemarljiva, saj takrat zaokrozamo navzgor in
navzdol priblizno enako pogosto in se napake iznicijo.

Bolj zapleten je neuspeh protiraketnega sistema Patriot v Zalivski vojni
leta 1991. Tu je Slo med drugim za slabo posodobitev precej starega sistema:
nekateri podatki o isti spremenljivki so bili 24-bitni, drugi po novem 48-bitni.
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Poslediéno naj bi prislo do kopi¢enja zaokrozitvenih napak. Sistem je bil
prvotno zamisljen za prestrezanje letal in ne raket.

Izgubo vrtalne ploséadi Sleipner A leta 1991 knjiga zacne s kratko pred-
stavitvijo Metode koncnih elementov. Velikansko plavajoco plos¢ad iz votlih
valjastih zelezobetonskih delov so sestavili v enem od norveskih fjordov. Ko
so jo zaceli testno potapljati, je na stiku treh valjev popustila ena od sten.
Prostor med valji je namre¢ nacrtovano napolnila voda, ki je bila v globini
pod tlakom priblizno 7 barov, konstrukcija pa tega (nena¢rtovano) ni zdr-
zala. Ploscad je v 18 minutah za vedno izginila v globinah in ob udarcu v
dno povzrocila potres tretje stopnje po Richterju. Neposredne skode je bilo
za 180-250 milijonov dolarjev, posredne za 700-1000 milijonov USD. Knjiga
podrobno opiSe vrsto problemati¢nih ravnanj, ki so vodila do nesrece.

V Severnem morju je bilo ze pred tem postavljenih ve¢ takih ploscéadi.
Gradbeno podjetje je bilo sicer isto kot pri nekaterih prejsnjih ploscadih,
a noben od takratnih inzenirjev ni sodeloval pri novem projektu. Morda
je bil vzrok menjava lastnika: namesto inzenirjev so zdaj podjetje vodili
poslovnezi. Varnostni faktorji za plos¢adi niso tako visoki kot recimo za
mostove. Struktura mora plavati, da jo lahko odvlec¢ejo do kraja, kjer bo
pritrjena na morsko dno, zato morajo biti stene dovolj tanke.

Za analizo napetosti so uporabili serijo programov. (Pri prejsnjih pro-
jektih so precej te analize opravila specializirana podjetja.) Prvi program
je narisal mrezo celic za metodo konénih elementov, zal ne ravno dobro.
Mreza je bila tudi groba. Za nekatera kriticna mesta so uporabili kvadratno
ekstrapolacijo, kar se je izkazalo kot neposrec¢eno. Tako so mo¢no podcenili
napetosti v kritiénih tockah. Za armaturo so zaradi varéevanja ponekod
uporabili preostalo zelezje iz starih projektov, ki ni segalo dovolj globoko
v beton. Ce primerjamo sliko novega tipa ojacitve s preizkusenim iz prej-
$njih projektov, je razlika velikanska in o¢itna vsakomur z malo mehani¢nega
znanja. Nesreca vsaj ni zahtevala zrtev in je prispevala k zmanjSanju takih
napak. Kot pravi poroéilo o nezgodi (str. 72 knjige):

Verjetno najvecja lekcija iz Studija tega primera je, da racu-
nalniSke analize nikdar ne smemo obravnavati kot »proces v ¢rni
Skatli«. Rac¢unalniska analiza je dobra le toliko, kot je dober upo-
rabnik, ki vstavlja podatke in interpretira rezultate. Pravo modeli-
ranje in interpretacija zahtevata resni¢no razumevanje teoreticnega
in prakticnega delovanja programa in polno razumevanje pomena
rezultatov. Zmeraj moramo uporabiti racionalne metode preverja-
nja rezultatov. Metode zagotavljanja kakovosti morajo zagotoviti
cas za pregled takih podrobnosti.

Od leta 1978 je NASA s satelitom Nimbus med drugim spremljala kon-
centracijo ozona v atmosferi. Meritve niso kazale bistvenih sprememb. Leta
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1985 pa je britanska odprava s tal na Antarktiki izmerila 40-odstotno zmanj-
Sanje ozonskega plasca. Kako je bilo mogoce, da Nasini instrumenti tega
niso zaznali? Izkazalo se je, da je bil satelit programiran tako, da ni upo-
Steval podatkov, ki so bili dale¢ od pricakovanih vrednosti. To je veckrat
uporabljana metoda v statistiki: ignoriramo rezultate, ki zelo odstopajo od
povprecja ali pricakovanja. Ker je bila koncentracija ozona veliko manjsa
od pricakovane, tega satelit enostavno ni porocal.

Leta 1999 nemski meteorologi niso napovedali katastrofalnega neurja
Lothar. Spet je bilo za to zasluznih ve¢ faktorjev. Vremenski balon, ki
so ga spustili na kanadski obali, je eksplodiral. Zato so dve uri po nesreci
spustili novega. Podatke novega balona pa so Nemci vnesli s ¢asom, kot
da bi slo za originalni balon. O¢itno pa se je atmosfera v vmesnem casu
precej spremenila. Podatke so tudi sicer vnasali le za vsakih Sest ur. Majhne
spremembe v zacetnih podatkih lahko hitro privedejo do velikih razlik, ker so
vremenski modeli slabo pogojeni. Meteoroloske sluzbe, ki so ignorirale novi
balon, so imele boljSe napovedi. Danes se vremenski modeli posodabljajo v
krajsih ¢asovnih intervalih.

Poglavje Sinhronizacija in ¢asovni nacrti podrobneje obravnava pro-
blem odpovedi prvega poleta vesoljskega plovila Columbia leta 1981. Plovilo
je bilo opremljeno s petimi ra¢unalniki. Stirje so imeli nalozen isti program.
Ce bi eden izpadel, bi preostali trije e zmeraj lahko delovali po principu
vecine: se pravi, ¢e bi se vsaj dva racunalnika »strinjala«, bi to bila izbrana
odlocitev. Peti ra¢unalnik pa je imel nalozen drugacen operacijski sistem in
drugacen program, ki bi lahko prevzel upravljanje, ¢e bi se izkazalo, da je v
programski opremi preostalih Stirih ra¢unalnikov napaka. Teoreti¢no je to
zelo dobro premisljeno. Vendar pa je moral peti racunalnik spremljati doga-
janje in deloma tudi rezultate delovanja preostalih stirih ra¢unalnikov, da bi
lahko takoj reagiral. Sistema sta imela razlicen nacin ¢asovnega delovanja.
Zapleteno sinhronizacijo so rahlo pokvarili naknadni ne dovolj premisljeni
popravki in tako se je start ponesrecil. Teoreti¢no veéja zanesljivost je za-
radi dodane kompleksnosti privedla do odpovedi sistema. Podrobnosti so
verjetno razumljive predvsem strokovnjakom s tega podroc¢ja. Zanimivo je,
da je bila verjetnost, da pride do napake, le 1: 67, tako da tudi veckratno
testiranje ne bi nujno odkrilo problema.

Profesor Thomas Nicely je junija 1994 pri raziskavah v teoriji stevil seSte-
val inverzne vrednosti prastevil z racunalnikom. Rezultati pa so bili v¢asih
napac¢ni. Na koncu je ugotovil, da je nekaj narobe z Intelovim procesorjem
Pentium. Ta je imel vgrajen nov, hitrejsi algoritem za deljenje. Obvestil je
Intelovo servisno sluzbo, ki mu je pricakovano poslala vzvisen odgovor, da s
procesorjem ni ni¢ narobe in da ga bodo poklicali. (Kasneje se je izkazalo,
da je napako odkril ze mesec prej Tom Kraljevic, ki je Studiral na univerzi
Purdue in obenem delal za Intel. Vendar je informacija ostala nekje v pod-
jetju.) Po Sestih dneh ¢akanja je Nicely obvestil nekaj prijateljev in prislo je
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do objave na spletu. Navedeno je bilo ve¢ primerov, ko je izra¢un inverzne
vrednosti Stevila dal ne prav tocen rezultat. Ve¢ neodvisnih strokovnjakov
je podrobneje raziskalo vzrok napak in verjetnost, da bo do njih prislo. Res
je, da so bili taki primeri zelo redki. Tako je po [3] Pentium izra¢unal, da
je 5506153 deljeno z 294911 enako 18,66990. .. namesto 18,670558. ..

Po objavi je Nicely z Intelom sklenil dogovor o molku, ki pa je bil prepo-
zen. Novica se je razsirila in krozile so Sale kot: »Kaj pomeni nalepka Intel
inside? To je varnostno opozorilo!« ali »Intel inside = vsebuje tudi napako«.
Ze konec leta je Intel po takem in druga¢nem izogibanju oznanil, da je pri-
pravljen zamenjati vse defektne procesorje. Strosek: pol milijarde dolarjev.
Knjiga podrobno razlaga, kje in kako je bil algoritem deljenja pomanjkljiv.
To bodo laze razumeli tisti, ki imajo nekaj izkuSenj na tem podrocju. K
razumevanju lahko pripomore tudi razlaga [3].

V poglavju o kompleksnosti se knjiga ukvarja z nesrecami medicin-
ske naprave Therac-25 za obsevanje tumorjev. Podjetje Atomic Energy of
Canada Limited jo je sestavilo iz francoskega linearnega pospesevalnika ele-
ktronov (5-25 MeV) in druge opreme, vkljuéno z rac¢unalnikom. Imela je
dva nacina delovanja: obsevanje z elektroni za povrsinske dele tkiva in ob-
sevanje z rentgenskimi zarki (zavorno sevanje) za globlje predele. Operater
se je vcasih zatipkal in vnesel napacen nacin delovanja. Ko je to na hitro
poskusal popraviti, je bilo videti, da je sistem zablokiral. Zato je postopek
veckrat ponovil. V resnici je vsaki¢ prislo do nekontroliranega izredno moc-
nega sevanja in posledi¢no ve¢ smrti pacientov. Vse to se je dogajalo v letih
od 1985 do 1987 v ZDA in Kanadi. Zgodbe so prav grozljive. Tako je eden
od pacientov zacutil pravi udarec v hrbet. Ker se je zavedel, da je nekaj
narobe, je vstal z mize in poskuSal pobegniti, pa ga je nova masivna doza
zadela v roko.

Vzrok so sprva iskali v napakah stikal in druge elektri¢ne opreme. Po
knjigi naj bi bilo takrat zaupanje v racunalniske programe izredno veliko.
Sele kasneje se je izkazalo, da so bili krivi programska oprema, slabosti v
dokumentaciji in navodilih za operaterje ter odsotnost varnostnih mehaniz-
mov. Programska oprema je bila delo enega samega programerja.

Knjiga kratko omenja Se veliko hujso katastrofo v letih od 2005 do 2009.
Po oceni ameriske Food and Drug Administration je pomanjkljiva program-
ska oprema infuzijskih ¢rpalk povzrocila okrog 700 smrti in skoraj 20000
poskodb.

Naslednji podrobno obdelan primer je polomija avtomatiziranega sis-
tema upravljanja prtljage na mednarodnem letalis¢u v Denverju. Na javni
razpis so se od 16 kontaktiranih podjetij javila le tri, ki pa se niso hotela
obvezati, da prvi tak velik sistem na svetu naredijo v nekaj letih. Tako je
v zacetku leta 1992 delo dobilo projektantsko podjetje, ki ga je privlekla
letalska druzba United. To podjetje v resnici ni imelo izkuSenj s sistemi,
ki morajo delovati sproti. Imelo pa je izredno velikopotezne nacrte in je

Obzornik mat. fiz. 67 (2020) 1 29



Nove knjige

uporabilo revolucionarne novosti na Stevilnih podroé¢jih. Vozicki za prtljago
naj bi potovali z veliko hitrostjo, se polnili in praznili kar med upocasnjeno
voznjo; uporabljali naj bi prepoznavanje vozickov s ¢ipi RFID; dovoljena
je bila prtljaga, ve¢ja od standardnih mer. Prvi¢ naj bi sistem upravljala
mreza racunalnikov namesto centralnega racunalnika. Po zakasnitvah so
spomladi 1994 imeli veliko otvoritev, ki se je sprevrgla v popolno polomijo.
Kovéki in torbe so padali s tekocih trakov, se odpirali, obleka je letela po
zraku, vozicki so se zaletavali ...Programerji se niso zavedali, da je op-
timizacija takega transporta NP-zahteven problem. Iskanje optimuma je
racunsko prezahtevno; zadovoljiti se je treba s kolikor toliko dobrimi resi-
tvami, kar pa zahteva veliko preizkusanja in testiranja. Tehni¢nih novosti je
bilo prav tako veliko preve¢. Tudi inZenirske reSitve so bile problemati¢ne.
Tirnice transportnih linij so imele preostre zavoje, hitrosti so bile prevelike,
tako da je zra¢ni upor razmetaval prtljago. Vse skupaj so morali opustiti in
skoda je bila velikanska.

Desetletje kasneje so manj zapletene podobne sisteme uresnicili v Evropi.
Na letalis¢u Heathrow se je pri otvoritvi sistema za upravljanje prtljage tudi
zapletlo, a so po kakem mesecu tezave odpravili.

Knjiga dokazuje, da je racunalnistvo nekoliko razlicno od matematike.
Ob primerih eksponentne rasti Stevila operacij namre¢ na strani 198 navaja:

n n e
100 |[ 1,26765...x 10%0 | 2,688... x 10%
1000 || 1,0715... x 10301 Inf

Prava vrednost spodaj desno je 1,970... x 10*34, kar pa presega omejitve
pri zapisu velikih $tevil v ra¢unalniku v dvojni natanc¢nosti.

To je le nekaj primerov iz obsezne zbirke zgodb v knjigi. Kot receno, je
veliko pripovedi zanimivih tudi za nepoznavalce in dobro napisanih. Neka-
tere razlage so dostopne in informativne, druge za matematika ni¢ novega,
tretje zahtevne in bolj suhoparne. Knjiga seveda opozarja, da lahko pozna-
valci Stevilne razlage preskocijo.

Na koncu knjige imamo Se razdelek Urbane legende in druge zgodbe
ter nekaj programov v Matlabu, ki ilustrirajo obravnavane primere.
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Steven Strogatz, Infinite Powers, The Story of Calculus, The Lan-
guage of the Universe, Atlantic Books, London 2019, 360 str.

Avtor knjige je bil v letih 1989-1994 pro- 3 cgaf e
fesor na univerzi MIT, zdaj pa je pro- \\,N*“”\\ g
fesor uporabne matematike na univerzi ;\\ ] /2\/2\’7/
Cornell v New Yorku. Ima zelo impre- ;
sivno bibliografijo. On in Duncan Watts
sta v reviji Nature leta 1998 objavila ¢la-
nek [1] Collective dynamics of small-
world networks, ki je bil citiran ve¢ kot
42000-krat.

Strogatz je avtor Stirih knjig. FEna
od njih, The Joy of z, je dobila leta
2014 nagrado Fuler Book Prize, ki jo po-
deljuje The Mathematical Association of
America (MAA). Znan je tudi po polju- The Story ofCaleulus
dnih ¢lankih v ¢asopisu The New York The Language of
Times, s katerimi je veliko naredil za
predstavitev lepote in uporabnosti ma-
tematike v Sir§i druzbi. Snov teh zapisov
je uporabil v svojih knjigah.

Knjiga Infinite Powers je bila leta 2019 na lestvici najbolj prodajanih
knjig casopisa The New York Times. Namenjena je SirSemu krogu bral-
cev. Pisec na lezeren, zelo poljuden, a vseeno korekten nacin predstavi
zgodovinski razvoj in lepoto matemati¢ne analize, predvsem odvoda in in-
tegrala. Matematik ali fizik ze pozna vecji del snovi knjige. Vseeno jo je
ta porocCevalec rad prebiral, ker je zelo lepo napisana in prica o avtorjevem
izredno dobrem vpogledu v snov. Marsikaj je predstavljeno na izviren na-
¢in, drugace, kot smo navajeni s predavanj Analize. Poleg tega pa so, zlasti
v drugem delu, navedeni zanimivi primeri uporabe matemati¢ne analize.
Spremna beseda pravi, da je knjiga nastajala dve leti in da so bili uredniki
zahtevni, tako da so §la Stevilna poglavja skozi ve¢ verzij.

Delo helenisti¢nega matematika in fizika Arhimeda predstavlja enega od
vrhuncev anti¢ne znanosti. Knjiga opise njegovo oceno stevila m navzgor in
navzdol in to poveze z aproksimacijo krivulj s poligoni, analogijami takih
priblizkov v ve¢ razseznostih in uporabo v ra¢unalniski animaciji. Znano je,
da je Arhimed izracunal plos¢ino med parabolo in premico. Njegova ma-
temati¢no neoporecna pot do te formule, predstavljena recimo v dodatku
h knjigi [2], pa je zahtevna in ¢lovek se vprasa, kako je sploh prisel do

@

trdgatz

the-Universe
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nje. Leta 1899 so v Samostanu svetega groba v Jeruzalemu nasli rokopis
iz desetega stoletja. Nabozno besedilo je bilo napisano ¢ez delno izbrisan
matematic¢ni rokopis. Izkazalo se je, da gre za Arhimedovo delo z naslovom
Metoda. Sele takrat so matematiki izvedeli, da je formula v resnici nastala
na »fizikalen« nacin: z razrezom odseka parabole na neskonéno rezin, pre-
stavljanjem rezin in uravnovesenjem s preprostejsim likom (trikotnikom) na
primerno postavljeni gugalnici ali tehtnici. To Ze spominja na metode mate-
maticne analize. Vendar pa je bila ta pot za anticne matematike vprasljiva,
tako da je Arhimed formulo naknadno dokazal drugace. Strogatzova knjiga
predstavi bistvo te »fizikalne« izpeljave. Seveda pa nekatere izraCune spu-
sti, ker tudi ti niso ravno enostavni. Na podoben, a laze razumljiv nacin je
Arhimed priSel tudi do prostornine krogle, kot lahko preberete v ¢lanku v
reviji Presek [3]. Tudi po tem, ko je Arhimed imel formulo za plo3¢ino od-
seka parabole, je bil njegov neoporecen dokaz netrivialen in prica o njegovi
genialnosti.

Knjiga ima zelo obsezno bibliografijo, v kateri najdemo reference za vse,
kar Strogatz ni mogel ali Zelel razlagati na tem nivoju.

Strogatz lepo predstavi delo Galilea, Keplerja, Descartesa in Fermata.

Avtor je odlicen pripovedovalec zgodb. Tako izvemo, da je Isaac Newton
sestavil seznam grehov pred devetnajstim letom starosti:

»Pri trinajstih: Grozil mojemu ocetu in materi Smith, da ju bom zazgal
s hiSo vred.«

»Pri stirinajstih: Zelel smrt in upal, da doleti nekatere.«

»Pri petnajstih: Udaril mnoge.«

To je laze razumljivo, ¢e vemo, da ga je njegova mati pri treh letih
izrocila v vzgojo babici. Izak je bil namre¢ rojen po smrti svojega oceta.
Mati se je znova porocila, njen novi moz, ¢astiti Barnaby Smith, pa ni zelel
decka imeti v hisi. Tudi sicer je bila mati precej trda do Newtona. Pri
desetih letih ga je, spet vdova, dala v bliznjo internatsko solo. (Newton ni
bil edini ¢ustveni invalid, ki so ga dale te angleske vzgojne metode.) Pri
Sestnajstih ga je mati vzela iz Sole, da bi vodil domaco kmetijo. Ker pa je
kmecka opravila sovrazil in posestvo slabo upravljal, ga je ponovno pustila
v Solo.

Med 8§tudijem na univerzi Cambridge je nanj naredila velik vtis knjiga
Johna Wallisa Arithmetica Infinitorum. Pozimi 1664/65 je Newton po ana-
logiji z binomsko formulo uganil potenéno vrsto za funkcijo f(z) = v1 — x2.
Ze Wallis je znal izracunati ploséine pod krivuljo y = z™. Tako je Newton
lahko plos¢ino pod kroznim lokom y = v/1 — 22 na intervalu od 0 do z izra-
zil s poten¢éno vrsto. Od tod je Newton dobil idejo, kako z razvojem funkcij
v potenc¢no vrsto dobiti plos¢ine pod njihovim grafom. Ko je to uporabil
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na hiperboli y = 1/(1 + x), je prisel do vrste za naravni logaritem (ki ga je
Newton imenoval hiperboli¢ni logaritem).

Knjiga pove, da so tri pomembne potencne vrste (za sinus, kosinus in
arkustangens) ze nekaj stoletij prej tem odkrili v Kerali v juzni Indiji. Avtor
naj bi bil Madhava iz Sangamagrame, ki je zivel priblizno v letih 1340-1425.
Vendar pa to znanje po vsej verjetnosti ni prislo do Evrope.

V casu epidemije kuge v letih 1665-67, ko je bila univerza zaprta, se je
Newton umaknil na domace podezelje in tam naredil neverjeten napredek
na podro¢ju matematiéne analize (in tudi fizike). Postavil je temelje infini-
tezimalnemu ra¢unu. Vecino teh odkritij je sprva zadrzal zase in marsicesa
dolgo ni objavil. Tako je Mercator tri leta po Newtonu odkril in kot prvi
objavil vrsto za naravni logaritem.

V knjigi imamo navedeno vrsto zanimivih uporab matemati¢ne analize.
V reviji Presek je bilo pred kratkim navedeno, da je matemati¢no znanje
odlo¢ilno pomagalo pri terapiji okuzenih z virusom HIV. Ta knjiga pojasni
to zgodbo takole.

Zdravniki so sprva ugotavljali, da nezdravljena bolezen poteka v treh
fazah. V prvi fazi se virus namnozi in zelo zmanjsa Stevilo obrambnih lim-
focitov T v telesu, kar povzroc¢i podobne simptome kot gripa. V drugi fazi se
telo odzove in imunski sistem se za¢ne boriti z virusom. Pocutje se izboljsa
in nivo virusa se stabilizira. Stevilo limfocitov T pa se pocasi zmanjsuje.
Ta druga faza lahko traja desetletje. V tretji fazi imunski sistem zacne od-
povedovati in nivo virusa se zacne visati. Infekcije, Kaposijev sarkom ipd.
napadejo organizem.

Zdravniki so ugibali, da je v drugi fazi, brez hujsih simptomov, morda
virus manj aktiven in v nekak$nem zimskem spanju (hibernaciji). Ekipa
raziskovalcev, ki sta jo vodila dr. David Ho (ki je bil delezen tudi fizikalne
izobrazbe) in matemati¢ni imunolog Alan Perelson, je v letih 1995/96 prisla
do prelomnih spoznanj. Pacientom so poskusno dajali zdravilo — zaviralec
proteaz. Zdravilo je preprecilo razmnozevanje virusov. Stevilo virusov v
krvi se je zacelo (priblizno) eksponentno zmanjsevati, z razpolovnim ¢asom
okrog dva dni. Ce z V(t) ozna¢imo koncentracijo virusa, dobimo enacbo

V(t) = Vo exp(—ct)

in od tod
dv/dt = —cV, V(0)=1.

Tu je Vj znana koncentracija na zacetku zdravljenja. Ker poznamo razpo-
lovni ¢as, poznamo tudi c. Nato sta Perelson in Ho poskusila koncentracijo
virusa modelirati s preprosto enacbo

dV/dt = P — cV.
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Tu je P hitrost produkcije virusov. Pri nezdravljenem bolniku v drugi fazi je
leva stran v zadnji enacbi 0 (koncentracija virusa se ne spreminja in je enaka
Vo) in tako P = ¢Vj. Ker poznamo desno stran v tej enacbi, zdaj poznamo
P v drugi fazi. Tako izra¢unani P je velik, kar pomeni, da virus sploh ne spi.
To je bilo izredno pomembno odkritje. Podrobnejsi eksperimenti so dali Se
to¢nejSe podatke. Z njimi so zgradili boljSe modele in ugotovili, da je P v
drugi fazi zelo velik. Odkrili so tudi, da ima okuzeni limfocit T zivljenjsko
dobo le dva dni. V drugi fazi brez vec¢jih simptomov se torej telo ves ¢as
mocno bojuje z virusom. Imunski sistem s¢asoma za¢ne odpovedovati. Pred
tem so mislili, da je zdravljenje bolje prihraniti za zadnjo fazo, ker virus hitro
postane odporen na posamezno zdravilo.

Nasli so Se druge antivirusne kemikalije. Matemati¢na obravnava je
pokazala, da je edino smiselno in visoko u¢inkovito uporabljati koktejl treh
antivirusnih zdravil, ki delujejo na razlicne tarce na virusu. Pacienti morajo
to terapijo izvajati redno in dozivljenjsko.

Perelson je leta 2014 pomagal razviti tudi zelo u¢inkovito zdravilo za
hepatitis C.

Precej prostora v knjigi je namenjenega nihanju in valovanju in revo-
lucionarnim idejam, ki jih je leta 1807 v obravnavi parcialne diferencialne
enacbe za pretok toplote uvedel Joseph Fourier.

Avtor se je zelo potrudil, da je v zgodbe o razvoju matemati¢ne ana-
lize vkljucil prispevke matematicark. Se posebej dobro je poljudno razlozil
delo Sophie Germain in Sofje Kovalevske. Manj znano je, da sta med drugo
svetovno vojno Mary Cartwright in John Littlewood pomagala razresiti pro-
bleme novo konstruiranih radarjev. Ojacevalci signala so bili nelinearni in
so se pri delovanju v robnih razmerah zaceli obnagati kaoti¢no. Matema-
titno znanje o nelinearnih dinami¢nih sistemih, temeljece na delu Henrija
Poincaréja, je pokazalo, da ni §lo za napako konstruktorjev. Ti so potem
laze odpravili problem. Nelinearni in kompleksni dinamic¢ni sistemi so sicer
Strogatzova specialnost.
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Peter Legisa
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Ramkrishna Bhattacharya, The Origin of Geometry in India, A
Study in the Sulbastitras, Cambridge Scholars Publishing, Newca-
stle upon Tyne, 2019, 221 strani.

Predstavljena knjiga je prva celovita Stu-
dija nastanka geometrije v Indiji. Sulba-
sutre so prva razpolozljiva besedila, ki
uporabljajo geometrijo in merjenje. Se-
stavljene so bile okoli leta 600 pr. n. st.,
Ceprav so obstajale v ustnem izrocilu ze
vsaj 900 let prej. Beseda Sulbasutra po-
meni navodilo za merjenje z vrvico.

Zmacilnost staroindijske matematike
je bila na zacetku predvsem uporabnost
v religioznem in vsakodnevnem zivljenju.
Pri tem imamo v mislih merjenje, tehta-
nje, trgovino, gradbenistvo, namakalne
sisteme, astronomska opazovanja, velika
Stevila itd.

Geometrijo lahko upraviceno stejemo
za najstarejSo vejo staroindijske mate-
matike. Njene zacetke lahko postavimo
v predarijsko obdobje, v ¢as okoli 2500
let pr. n. §t. v dolino reke Ind, in to na podlagi arheoloskih izkopavanj v me-
stih Harappa in Mohendzo Daro, sedaj oboje v Pakistanu. Mesti sta imeli
med seboj pravokotne ulice, trinadstropne hise, zgrajene iz opeke, skladisca,
vodovod in kanalizacijo ter javna kopalis¢a. Tezko si je predstavljati, da bi
vse to lahko zgradili brez znanja geometrije in racunstva. Nasli pa so tudi
pecate, poslikave in pisavo, ki Se ni razvozlana, mere in utezi ter zametke
desetiskega Stevilskega sistema.

V predarijskem obdobju so na indijski podcelini prevladovali temnopolti
Dravidi, v drugem tisocletju pr. n. §t. pa so se na podcelino z obmocja osre-
dnje Azije prek danasnjega Irana in Afganistana mnozi¢no priseljevala arij-
ska plemena, ki so prvotne prebivalce podjarmila ali jih postopoma potisnila
proti jugovzhodu. Takrat se je oblikoval tudi znani kastni sistem.

V arijskem obdobju so se v Indiji pojavile Vede, sveta besedila, ki so
se prvotno prenasala ustno iz roda v rod, dokler jih niso v sanskrtu tudi
zapisali. Nastala naj bi v 2. tisoc¢letju pr. n. st., nekateri pa njihov zacetek
pomikajo Se kakih tiso¢ let nazaj v zgodovino. Beseda veda pomeni znanje.
Indijci so prepricani, da imajo Vede bozji izvor, da so torej dar bogov.
Obstajajo stiri Vede: Rigveda, JadZzurveda, Samaveda in Atharvaveda.

Ramkrishna Bhattacharya
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Za matematike je najbolj zanimiva Jadzurveda, ki vsebuje navodila za
cascenje, spostovanje in zrtvovanje ob raznih priloznostih. Jadzurveda ima
dodatke, ki natan¢no razlagajo, kako je treba opravljati zgalne daritve v cast
bozanstvom. V ta namen so uporabljali oltarje, ki so bili narejeni iz tesno
prilegajocih se opek razliénih velikosti in oblik. Stevilo opek je §lo véasih v
tisoce. V tlorisu so bili oltarji pravokotni, okrogli, pa tudi nenavadnih oblik,
ki spominjajo na zelve in ptice.

Del navodil so Sulbasutre, ki dajejo natanéne napotke za geometrijsko
oblikovanje oltarjev. Indijci so namrec verjeli, da nepravilno narejen oltar ali
nepravilen potek vedskega obreda zrtvovanja na njem ne bo pri bozanstvu,
ki mu je bil namenjen, dosegel svojega namena. Zato so bili pri izdelavi
oltarjev zelo natancni.

Knjiga tudi podaja podroben opis zgodovine geometrije v Egiptu, Mezo-
potamiji in Gréiji ter pokaze, da se geometrija povsod zacne z zidarskimi
deli, ne pa z merjenjem zemlje, na cemer temelji beseda geometrija. V In-
diji so bili po avtorjevem mnenju, ki je podkrepljeno z raziskavami drugih
znanstvenikov, glavni uporabniki geometrije zidarji in tesarji. Kjer je bilo
na razpolago dovolj gline, so ljudje kmalu zaceli izdelovati opeko in iz nje
zidati stavbe. Pri tem so si, kar se geometrije in merjenja tic¢e, pomagali s
preprostimi orodji: vrvicami, palicami, gnomoni in Sestili. V Sulbasutrah je
nedvoumno zapisan Pitagorov izrek v trditvi, ki pove, da je kvadrat nad di-
agonalo pravokotnika enak vsoti kvadratov nad njegovima stranicama. Brez
tega védenja najbrz ne bi mogli zapisati navodila, kako konstruirati kvadrat,
ki ima za ploS¢ino vsoto oziroma razliko plos¢in dveh danih kvadratov. Niso
pa tega nikjer dokazali v danasnjem smislu. To pomeni, da so izrek Indijci
poznali vsaj 200 let pred Pitagoro. Uporabljali so tudi pitagorejske trojice,
na primer (3,4,5), (5,12,13), (8,15,17), (12,35, 37).

V Sulbasutrah so navodila, kako z navpi¢no palico in senco (gnomo-
nom) dolo¢imo smer vzhod—zahod in nato Se smer sever—jug. To je bilo
pomembno za pravilno orientacijo oltarjev. V Sulbasutrah so navodila,
kako konstruiramo kvadrat, enakokraki trikotnik, romb, enakokraki trapez,
kako pretvarjamo dane like v plos¢insko enake druge like, vkljuéno s pri-
blizno pretvorbo kvadrata v krog. Iz slednje pretvorbe, ki je podrobno
opisana, lahko izlus¢imo priblizek Stevila 7, ki pa je precej nenatancen:
T =18(3 — 2\/5) = 3,088. Sulbasutre poznajo precej dober racionalni pri-
blizek za v/2:

) 1 1 1
\/5_1+3+3-4 3-4-34
Kako so do tega prisli, ni znano. Na splosno takrat Indijci niso Se nicesar
dokazovali. Njihova geometrija je bila drugacna kot Evklidova in je imela
popolnoma drug, namre¢ prakticen namen.
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Knjiga poudarja, da je geometrija v Indiji dolgo temeljila bolj na dolzi-
nah, za razliko od tiste v Gréiji, ki je uporabljala tudi kote. Pomislimo na
primer na besede trikotnik, pravokotnik, veckotnik, ki so dobesedni prevodi
ustreznih grskih besed. Vse so zgrajene na besedi kot. V sanskrtu je na
primer trikotnik tribhudza, beseda bhudza pa pomeni stranica.

Besedilo je bogato ilustrirano s skicami oltarjev razliénih oblik. Zal ne
prispeva nobene fotografije. Najdemo pa jih na svetovnem spletu, ¢e iS¢emo
fire altars India.

Avtor Ramkrishna Bhattacharya, rojen 1947, je doktoriral na Univerzi
v Kalkuti. Pouceval je angles¢ino na nekaterih visokih Solah v Kalkuti.
Od leta 2008 je v pokoju. Njegova raziskovalna dela vkljucujejo filozofske
Studije, studije o novejsi zgodovini Indije in o zgodovini znanosti v Indiji.

Marko Razpet

Reuben Hersh in Vera John-Steiner, Loving 4+ Hating Mathe-
matics, Challenging the Myths of Mathematical Life, Princeton
University Press, Princeton in Oxford, 2011, 428 strani.

Reuben Hersh je zasluzni profesor mate- /.( 12 A
matike na Univerzi v Novi Mehiki. Je o o

avtor ali soavtor ve¢ zelo branih in tudi LOVING + HATING
MATHEMATICS

nagrajenih knjig.

Vera John-Steiner je profesorica ling-
vistike in izobrazevanja na Univerzi v
Novi Mehiki. Je tudi zgodovinarka in
sociologinja. Tudi ona je avtorica na-
grajenih knjig.

O zivljenju in delu matematikov ob-
staja veliko knjig namenjenih Sirokemu
krogu bralcev. Pri novejsih knjigah o tej
tematiki pogosto zasledimo Ze veckrat
objavljene in dobro znane citate in anek-
dote. Nekaterim od teh se tudi Hersh
in John-Steinerjeva nista mogla izogniti,
vendar sta uporabila tudi druge, do se-
daj manj upostevane vire. Knjiga je zato zanimiva tako za tiste, ki o zgo-

dovini matematike ze nekaj vedo, kot tudi za tiste, ki se s to temo Sele
spoznavajo.
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Knjiga skusa razbiti Stevilne mite o matematikih, vkljuéno s predsta-
vami, da je matematika samotarsko delo, da lahko do pomembnih odkritij
pridejo le zelo mladi ljudje, ali kot pravi angleski matematik G. H. Hardy,
matematika je »igra za mlade« (young man’s game). Govori o prepri¢anjih
nekaterih ljudi, da so matematiki ¢ustveno drugacni ljudje, in celo o mi-
sli, da pri razvoju v dobrega matematika pomaga, ¢e si malo nor. Avtorja
pripovedujeta zgodbe iz zivljenja matematikov od njihovih zac¢etkov do po-
zne starosti. Seznanjata nas o izobraZzevanju in mentorstvu, prijateljstvu
in rivalstvu, ljubezenskih odnosih in porokah ter o izkusnjah Zensk in ljudi
z roba druzbe na podrocju, ki je bilo ze tradicionalno do teh dveh skupin
neprijazno, odklonilno. Sem spadajo tudi zgodbe ljudi, za katere je bila
matematika neizmerna tolazba v ¢asu osebnih ali druzbenih kriz, vojne in
celo zapora — pa tudi tistih redkih posameznikov, ki jih je obsedenost z
matematiko gnala v norost in celo umor.

Knjiga je razdeljena na devet poglavij.

Prvo poglavje je posveceno zacetkom ukvarjanja z matematiko. Avtorja
skusata odgovoriti na naslednja vprasanja: s ¢im se na zacetku ukvarjajo
otroci, ki kasneje postanejo matematiki? Imajo kaksne posebne lastnosti,
poseben dar? Ali na to vpliva vzpodbujanje starsev? Kaj jim tak razvoj
omogoca in nazadnje, kaj jih pripelje do tega, da se ukvarjajo z matematiko?
Kaksen vpliv imajo ucitelji in mentorji? Posebej poudarjata tekmovalnost,
ki je tudi med matematiki moéno prisotna. Zgodnje udejstvovanje na mate-
matiénih tekmovanjih lahko po eni strani pritegne tudi tiste ucence, ki sicer
matematike nimajo najraje, po drugi strani pa jih lahko od nje tudi odvrne.

Drugo poglavje je namenjeno matematicni kulturi in je tudi najdaljse ter
najbolj raznoliko, zato mu namenimo nekaj ve¢ besed. Opisuje medsebojno
udejstvovanje, izmenjavo dognanj, sodelovanje pri raziskavah, druzenje, pa
tudi medsebojna trenja in spore. Poglavje ima ve¢ podpoglavij.

Prvo podpoglavje se ukvarja s spoznanji in ob¢utenji. Ko so P. Halmosa,
madzarskega matematika, ki je zivel v ZDA, vprasali, kaj je matematika, je
odgovoril: Varnost. Resnica. Lepota. Vpogled. Struktura. Arhitektura.
Abstrakcija je eden izmed temeljev matemati¢nega razmisljanja. P. J. Davis
in R. Hersh opisujeta dva vidika abstrakcije. Prvi je idealizacija, pomeni
odstranitev vseh nepomembnih detajlov. Na primer: pri risanju trikotnika
debelina ¢rt ni pomembna. Drugi vidik pa je ekstrakcija, to pomeni, da mo-
ramo znati izlusciti vse lastnosti in povezave, ki so pomembne za resevanje
problema. Bistvo matemati¢nega jezika je uporaba simbolov in oznak. V
nadaljevanju avtorja opisujeta nacin Stetja in nacine poimenovanja osnovnih
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matemati¢nih pojmov pri razliénih primitivnih ljudstvih. Kaj je Se znacilno
za matematike? Kreativnost in analiticnost. Avtorja is¢eta razlike med
matemati¢nimi teoretiki in matematiki, ki se ukvarjajo le z reSevanjem pro-
blemov.

Drugo podpoglavje ima naslov Matematicna lepota. Kaj pravzaprav to
pomeni? Hardy pravi, da matemati¢na lepota pomeni: da je premisljena,
globoka in presenetljiva. Hardy za primer matemati¢ne lepote navaja dva
zgleda: dokaza, da je /2 iracionalno stevilo in da obstaja nesteto prastevil.
Seveda se vsi matematiki ne strinjajo s to opredelitvijo lepote v matematiki,
zato avtorja zapiSeta Se mnenja drugih matematikov. Zapisane so tudi izjave
matematikov o tem, kako so prisli do velikih odkritij in kako so se pri tem
pocutili.

Tretje podpoglavje govori o socialnem vplivu matematiéne kulture. Zu-
nanji opazovalci matematikov bi sklepali, da so matematiki samotni misleci.
Vendar Stevilni matematiki dobro sodelujejo. Res je, da nekateri dolgo casa
samostojno resujejo dolo¢en problem, ampak velikokrat se zgodi, da potem
tavajo v krogu. Zato se potem srecujejo, se pogovarjajo, razpravljajo, si
dopisujejo.

Cetrto podpoglavje je kratko in se ukvarja z ljubeznijo do matematike
in usodami ljudi, ki so se ukvarjali izkljuéno samo z matematiko.

Peto podpoglavje se ukvarja s problemi, ki nastanejo, potem ko je ob-
javljena resitev tezkega problema in se zacnejo razprave o tem, ali je dokaz
pravilen, oziroma zakaj ni. Avtorja omenjata nekaj primerov sporov o pr-
venstvu pri reSitvah tezjih matemati¢nih problemov.

Poglavje se konca s primeri bitk za sprejem v sluzbo na University of
California, Berkeley. Kdo je lahko ¢lan oddelka na prestizni univerzi? Kdo
odlo¢a o tem? Opisani so boji za sprejem zensk in Afroameri¢anov.

Naslov tretjega poglavja je Matematika kot tolazba. V njem avtorja
opisujeta usode ljudi, ki so se iz tezkih zivljenjskih preizkuSenj resili prav z
ukvarjanjem z matematiko. Omenjata usodo Napoleonovega vojaka J. V.
Ponceleta, ki so ga zajeli Rusi in je v zaporu v Sibiriji §tudiral geometrijo
in postavil temelje projektivne geometrije. Urugvajec J. L. Massera je v
zaporu dvigal moralo sojetnikom tako, da jih je ucil matematiko. Poleg njih
so omenjeni Se I. Newton, B. Pascal, J. Littlewood in Se stevilni drugi. Tudi
politika lahko prizadene matematike. Naj omenimo le en primer, ki je opisan
v knjigi. V Casu makartizma, lova na ¢arovnice, protikomunisti¢ne gonje,
je tako preganjanje dozivel C. Davis, kasnejsi urednik The Mathematical
Intelligencerja, ki je bil celo Sest mesecev zaprt, pristal na ¢rni listi in zato
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ni mogel dobiti sluzbe na univerzah v ZDA. Imel je sreco, saj ga je D. Coxeter
povabil na univerzo v Toronto.

Zasvojenost nekaterih oseb z matematiko je tema cetrtega poglavja. Kaj
zene ljudi, da se celo zivljenje posvetijo matematiki? Ce je to obsedenost,
kaksne so psihi¢ne posledice? Kot primer navajata enega izmed najvecjih
matematikov 20. stoletja, A. Grothendiecka, ki je svoje zivljenje povsem
podredil matematiki in se po upokojitvi umaknil v osamo. A. Bloch je
imel na psihiatriéni kliniki posebno rutino, po njej je ob dolo¢enih urah
prouceval matematiko. Najbolj znan nor matematik je T. Kaczynski, ki je
nekaj let posiljal pisemske bombe ameriskim profesorjem in poslovnezem, jih
nekaj umoril oziroma resno poskodoval. K. Godel je bil prav tako psihi¢no
nestabilen. Na smrt strah ga je bilo zastrupitve, zato je uzival le hrano, ki
mu jo je pripravljala zena. Ko je le-ta zbolela in ni mogla ve¢ skrbeti zanj,
je prenehal jesti in nazadnje od lakote umrl. Ob smrti je tehtal le Se 29 kg.

Peto poglavje je posveceno dolgoletnemu prijateljstvu in sodelovanju ne-
katerih matematikov. Naj omenimo le D. Hilberta in H. Minkowskega, tro-
jico G. H. Hardyja, J. Littlewooda in S. Ramanujana, in dvojice: profesorja
K. Weierstrassa in studentko S. Kovalevsko, ruska matematika A. N. Kol-
mogorova in P. S. Aleksandrova, K. Gédla in A. Einsteina ter ne nazadnje
prijateljevanje P. Erdosa z drugimi matematiki po svetu. Konec poglavja je
posvecen matematicnim zakoncem.

Sesto poglavje opisuje delo matematikov v matematicnih centrih in zdru-
zenjih. Omenjene so raziskovalne skupine v Gottingenu, New Yorku, Mo-
skvi, Budimpesti, v Franciji (Burbaki). Pozabljeni niso tudi zacetki mate-
matic¢nih zdruzenj in njihov pomen za razvoj matematike in matematicnega
izobrazevanja ter Sirjenje matematicne literature.

Sedmo poglavje skusa razbiti mit o matematiki kot igri za mlade. Go-
vori o dozorevanju, staranju in vplivu spola na doseganje vidnih rezultatov
v matematiki. Do katerega leta lahko sledimo razvoju in novostim v ma-
tematiki? Do petdesetih, sedemdesetih let ali Se dalj? Hardy je na primer
nehal z raziskovanjem pri Sestdesetih in rekel, da je prestar, da bi imel Se ka-
ksne nove ideje. Njegovo nasprotje je L. J. Mordell, ki je Sele po upokojitvi
objavil 270 ¢lankov in publikacij in zacel predavati na Stevilnih univerzah po
svetu. Zadnje predavanje je imel le nekaj mesecev pred svojo smrtjo v Mo-
skvi. V pozni starosti so bili aktivni e Stevilni drugi matematiki. Omenjeni
so rezultati raziskav o vplivu starosti na raziskovalne dosezke.

Matematicarke so imele tezko pot do uveljavitve v moski raziskovalni
domeni. Omenjena so zivljenja in dela matematicark: S. Germain, S. Kova-
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levske, E. Noether, M. Rudin, J. Birman, L. Blum, K. Uhlembeck in drugih.

Osmo poglavje ima naslov Poucevanje matematike: strogo ali prijazno.
Ucitelji, od osnovne Sole do univerze, in njihov na¢in poucevanja imajo velik
vpliv na studente in s tem na odlocitev za raziskovanje v matematiki. Omeji
se na nekaj primerov, ko profesorji za¢nejo z osnovami, potem pa zastavijo
problem, ki ga morajo Studenti samostojno resiti, brez njihovega vmesava-
nja, oziroma profesorje, ki studente vodijo in jim pomagajo preskociti ovire
z nekaj pojasnili ali namigi. Po drugi strani pa so omenjeni profesorji, ki so
zeleli poucevati le elito, posebej izbrane Studente, druge pa zavracali. Pri-
mer za to je R. L. Moore. Ta ni dovolil Afroameri¢anom prisostvovati na
predavanjih, medtem ko je bil C. F. Stephens njegovo nasprotje, saj je sam
zivel v ¢rnskem okolju in tudi Studiral na ustanovah, namenjenih ¢rncem.

Kot Ljubim in sovrazim Solsko matematiko bi lahko prevedli zadnje po-
glavje knjige. Zakaj toliko uencem in dijakom, pa tudi odraslim, matema-
tika vzbuja nelagodnost? Zakaj mislijo, da so nesposobni za matematiko?
Kako lahko to spremenijo ucitelji? Od kod ta globok odklonilen odnos do
matematike? Po raziskavah v ZDA naj bi se ta sovraznost do matematike
zacela nekje v sedmem, osmem razredu, ko se preide na ra¢unanje z ob¢imi
Stevili in reSevanjem razlicnih problemov. Ucéenci preprosto recejo, da niso
dovolj pametni, da bi stvari razumeli, oziroma da se ucijo stvari, ki niso po-
membne za zivljenje. Tako pomanjkljivo znanje se pokaze kasneje, saj imajo
Stevilni odrasli tezave Ze z razumevanjem osnovnih matemati¢nih povezav,
ki so pomembne za zivljenje, kot na primer rac¢unanje odstotkov. Vec¢inoma
so testi iz matematike nekaksen filter za sprejem v visje in visoke Sole, kar Se
dodatno pripomore k nepriljubljenosti predmeta. Kljub stevilnim reformam
in spremembam uc¢nih nacértov se stvari le pocasi ali pa sploh ne spreminjajo.

Na koncu vsakega poglavja je obSiren seznam uporabljene literature, na
koncu knjige pa Se imensko in stvarno kazalo.

Knjiga Loving + Hating Mathematics torej govori o skritih ¢loveskih
custvenih in druzbenih vplivih, ki oblikujejo matematiko in vplivajo na iz-
kusnje ucencev, dijakov, Studentov in seveda na vse tiste, ki se Se posebej
intenzivno ukvarjajo z matematiko. Napisana je v zivahnem, poljudnem
slogu in prepletena z zanimivimi zgodbami in anekdotami. Seznanja nas
tako z veseljem kot z boleCino raziskovalcev v matematiki. 7Z veseljem in
uzitkom jo boste prebrali.

Nada Razpet
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