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68. matemati¢no tekmovanje

srednjeéolcev Slovenije Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 20. april 2024

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v preglednico na tem listu, resitve nalog sklopa B pa
na liste za reSevanje. Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgo-
vore, zapisane v preglednico.

[A1] A2 | A3)

| |

A1l. Oliver je 100-krat vrgel obi¢ajno igralno kocko, zmnozil vsa Stevila, ki so bila na zgornji
ploskvi kocke pri teh 100 metih, in dobil produkt 6. Najmanj kolikokrat je bilo Stevilo 6 na
zgornji ploskvi kocke pri teh 100 metih?

(A) 10 (B) 12 (C) 24 (D) 30 (E) 35

A2. Borut je narisal preglednico velikosti 2 x 7 (glej sliko). Najmanj ko-
liko polj preglednice mora Borut pobarvati, da bo vsako nepobarvano
polje preglednice imelo skupno stranico s pobarvanim poljem?

(A)3 (B) 4 (©)5 (D) 6 (E)7
A3. Koliko celih stevil £ ima lastnost, da je Stevilo k + 6 celostevilski vec¢kratnik Stevila £ — 6?

(A) 0 (B) 4 (C) 6 (D) 8 (E) 12
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Naloge za 1. letnik

B1. Poisci vsa realna Stevila z, ki zadoSc¢ajo enacbi

2 _13\2 2_13
v _g.Z — 48.
20 + 1 20 + 1

B2. Doloci vse peterice prastevil p; < p, < ps < psy < ps, za katere vsako izmed teh prastevil
deli vsoto preostalih Stirih.

B3. Timotej je imel list karirastega papirja z 8 x 8 kvadratki. List papirja je nekajkrat prepognil
po eni izmed &rt na listu, tako da je na koncu dobil kvadraten kos s 3 x 3 kvadratki. Prepo-
gnjen kos papirja je nato poloZil na mizo in na vsakega izmed njegovih 9 kvadratkov zapisal,
koliko slojev papirja je v tem kvadratku. Slika prikazuje en moZen primer prepogibanja lista in
pripadajoci zapis Stevil slojev papirja.

e
©

e =2i=2
Nel
Nel

) B

(a) Najdi primer prepogibanja papirja, pri katerem bi Timotej dobil zapis A.
(b) Dokazi, da Timotej ni mogel dobiti zapisa B.

(c) Dokazi, da Timotej ni mogel dobiti zapisa C.
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68. matemati¢no tekmovanje
sredn]esolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 20. april 2024

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v preglednico na tem listu, resitve nalog sklopa B pa
na liste za reSevanje. Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgo-
vore, zapisane v preglednico.

[A1] A2 | A3)

| |

A1. Stevilo je skoraj kvadratno, ¢e je za 1 manj$e od kvadrata naravnega Stevila. Na primer,
Stevilo 2024 je skoraj kvadratno, ker je 2024 = 45 — 1. Koliko je razlika med najmanj$im skoraj
kvadratnim Stevilom, ki je ve¢je od 2024, in najvec¢jim skoraj kvadratnim Stevilom, ki je manjse
od 2024?

(A) 90 (B) 180 (C) 225 (D) 360 (E) 405

A2. Kmet Jernej ima ovce in kokosi. Ce bi vsaka koko$ imela 4 noge, bi Jernejeve Zivali imele
skupaj 180 nog. Nekega dne je kmet Jernej povedal spodnjih 5 izjav. Pri tem se je 4-krat zlagal
in 1-krat povedal resnico. Katera Jernejeva izjava je resni¢na?

(A) Imam 25 kokosi. (B) Moje ovce imajo skupaj 80 nog.
(C) Vse moje Zivali imajo skupaj 130 nog. (D) Imam 15 ovc.
(E) Imam 50 kokosi.

A3. Vsaka od daljic KP, LO, MS in NR razdeli kvadrat ABC'D na 2
dela, katerih plos¢ini sta v razmerju 2 : 3. Daljici K P in LO sta vzporedni
ter daljici M S in N R sta vzporedni (glej sliko). DolZina stranice kvadrata
ABCD jeenaka5cm, hrati paje [CN| = |DP| = 1 cm. Koliko kvadratnih
centimetrov je plos¢ina Stirikotnika EFGH?

(A) 35 (B) 35 ©) % (D) 55 (E) %5

29
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Naloge za 2. letnik

B1. Dan je trikotnik ABC), za katerega velja < BAC' < 4 CBA. Sredisce trikotniku ABC' vér-
tane kroZnice ozna¢imo z I. Trikotniku ABI ortana kroZnica seka premico AC v to¢kah A in
D, premico BC pa v tockah B in E. DokaZi, da je premica AE vzporedna premici BD.

B2. Doloci vse peterice prastevil p; < p, < p3 < py < p5, za katere vsako izmed teh prastevil
deli vsoto preostalih Stirih.

B3. Timotej je imel list karirastega papirja z 8 x 8 kvadratki. List papirja je nekajkrat prepognil
po eni izmed ¢rt na listu, tako da je na koncu dobil kvadraten kos s 3 x 3 kvadratki. Prepo-
gnjen kos papirja je nato poloZil na mizo in na vsakega izmed njegovih 9 kvadratkov zapisal,
koliko slojev papirja je v tem kvadratku. Slika prikazuje en moZen primer prepogibanja lista in
pripadajoci zapis Stevil slojev papirja.

=
Nej
NeJ

) B

(a) Najdi primer prepogibanja papirja, pri katerem bi Timotej dobil zapis A.
(b) Dokazi, da Timotej ni mogel dobiti zapisa B.

(c) Dokazi, da Timotej ni mogel dobiti zapisa C.
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68. matemati¢no tekmovanje

sredn]eéolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 20. april 2024

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v preglednico na tem listu, resitve nalog sklopa B pa
na liste za reSevanje. Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgo-
vore, zapisane v preglednico.

[A1] A2 | A3)

| |

A1. DolZina stranice enakostrani¢nega trikotnika ABC' je 120 cm. Daljice
AD, DE in EF razdelijo trikotnik ABC na 4 trikotnike, ki imajo vsi enako
plos¢ino (glej sliko). Koliko centimetrov je dolZzina daljice BF? F

(A) 42 (B) 45 (C) 46 (D) 48 (E) 50

A2. Ales je narisal risbo iz enakih kvadratkov velikosti 1 x 1 (glej
sliko). Na risbo Zeli poloZiti nekaj plos¢ic velikosti 2 x 1, tako da
bo vsaka ploscica v celoti leZala na 2 kvadratkih velikosti 1 x 1 in
se nobeni 2 ploscici ne bosta prekrivali. Najve¢ koliko plos¢ic lahko
Ales poloZi na risbo?

(A) 8 (B) 9 (C) 10 (D) 11 (E) 12

A3. Na ekipnem tekmovanju v programiranju je 5 prijateljic osvojilo 1. nagrado v visini 4950
evrov. Prijateljice so se odlocile, da si bodo nagrado razdelile v enakem razmerju, kot je raz-
merje njihove starosti v letih. Starosti prijateljic v letih so zaporedna naravna Stevila, pri cemer
nobeni dve prijateljici nista enako stari. Najstarejsi prijateljici sta skupaj dobili 2070 evrov. Ko-
liko let je stara najmlajsa prijateljica?

(A) 17 (B) 19 (C) 27 (D) 29 (E) 31
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Naloge za 3. letnik

B1. Razmerje notranjih kotov trikotnika ABC' je enako o : 5 : v = 2 : 3 : 4. DokaZi, da za
dolZine stranic tega trikotnika velja enakost

S =2

a C
Opomba. Uporabljene so obi¢ajne oznake za notranje kote in dolzine stranic trikotnika, tj. a
je dolZina stranice nasproti kota «, b je dolZina stranice nasproti kota 3 in ¢ je dolZina stranice
nasproti kota 7.

B2. Dolo¢i vse peterice prastevil p; < py < ps < py < ps, za katere vsako izmed teh prastevil
deli vsoto preostalih Stirih.

B3. Timotej je imel list karirastega papirja z 8 x 8 kvadratki. List papirja je nekajkrat prepognil
po eni izmed ¢rt na listu, tako da je na koncu dobil kvadraten kos s 3 x 3 kvadratki. Prepo-
gnjen kos papirja je nato polozil na mizo in na vsakega izmed njegovih 9 kvadratkov zapisal,
koliko slojev papirja je v tem kvadratku. Slika prikazuje en moZen primer prepogibanja lista in
pripadajoci zapis Stevil slojev papirja.

(=}
Ne)
NeJ

> 41616
S NS

(a) Najdi primer prepogibanja papirja, pri katerem bi Timotej dobil zapis A.
(b) Dokazi, da Timotej ni mogel dobiti zapisa B.

(c) DokaZzi, da Timotej ni mogel dobiti zapisa C.

81816 12]12[ 8 12|66
6612 12|66 688
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68. matemati¢no tekmovanje
sredn]esolcev Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro
Drzavno tekmovanje, 20. april 2024

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v preglednico na tem listu, resitve nalog sklopa B pa
na liste za reSevanje. Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgo-
vore, zapisane v preglednico.

[A1] A2 | A3)

| |

A1l. Marta Zeli imeti na hladilniku vsak dan izpisan datum s pomocjo 4 ma-

gnetnih plos¢ic, tako dan kot tudi mesec vsak z 2 magnetnima plosc¢icama,

saj je na vsaki magnetni plos¢ici samo 1 Stevka (glej sliko). Najmanj koliko
magnetnih plos¢ic potrebuje Marta, da bo lahko vsak dan v letu na hladilnik izpisala datum?

(A) 20 (B) 23 (C) 25 (D) 29 (E) 31

A2. V centru mesta se po vsaki ulici lahko pelje samo v eni
. ) N . . R - S5 -5

smeri, kot je oznaceno s puscico (glej sliko). Ana se na vsakem ~— ——

krizis¢u z enako verjetnostjo odlo¢i za eno izmed ulic, po kateri - . . T

lahko nadaljuje pot v dovoljeni smeri. Ce Ana zac¢ne pot skozi g

center mesta v tocki R, kolik$na je verjetnost, da zapusti center d . d . J

mesta v to¢ki 7?7 S5 oS o

3 3 1 3 1
A) — B) — - D) - E) -
@=  ®-  ©; O (®;
A3. Trikotnika ACD in BCE sta pravokotna, njuni hipotenuzi AD 4
in BE pa se sekata v tocki F (glej sliko). Najbo |AB| =2cm, |BC|= B
6 cm, |[CD| = 8 cm in |DE| = 4 cm. Koliko kvadratnih centimetrov
je plos¢ina stirikotnika BCDF?

(A) 24 (B) 28 (C) 32 (D) 36 (E) 48 o >

&
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Naloge za 4. letnik

B1. Poisci vse pare realnih Stevil z in y, ki zadoS¢ajo sistemu enacb

8 —3v2
1~|—sin2x+sin4x—|—sin6m+,.,:y+T\/_’
3v2—-4
sinx+sin3x+sin5x+sin7x—|—...:|y|+—\/_6 .

B2. Doloci vse peterice prastevil p; < py < ps < psy < ps, za katere vsako izmed teh prastevil
deli vsoto preostalih Stirih.

B3. Timotej je imel list karirastega papirja z 8 x 8 kvadratki. List papirja je nekajkrat prepognil
po eni izmed &rt na listu, tako da je na koncu dobil kvadraten kos s 3 x 3 kvadratki. Prepo-
gnjen kos papirja je nato poloZil na mizo in na vsakega izmed njegovih 9 kvadratkov zapisal,
koliko slojev papirja je v tem kvadratku. Slika prikazuje en moZen primer prepogibanja lista in
pripadajoci zapis Stevil slojev papirja.

Nej
e

==
©
Nel

) B

(a) Najdi primer prepogibanja papirja, pri katerem bi Timotej dobil zapis A.
(b) Dokazi, da Timotej ni mogel dobiti zapisa B.

(c) Dokazi, da Timotej ni mogel dobiti zapisa C.

81816 12]12]8 12|66
6612 12|66 688
2(2]4 816[2 6|84
A B C



68. matemati¢no tekmovanje
srednjesolcev Slovenije
Drzavno tekmovanje, 20. april 2024

Resitve nalog za 1. letnik

[A1]A2]|A3)
(A|B|E]

Al. Opazimo, daje 4 -3 -3 = 6% kar je najbolj$i na¢in, kako dobimo veliko 6-ic v produktu,
brez da bi na kocki padlo 6. S 30 trojicami metov 4, 3,3 in 10 meti 6, kar je skupaj 100 metov,
dobi Oliver produkt 623 - 6! = 67. Ce bi padla 6 v k& < 10 metih, potem bi moral Oliver z
ostalimi meti doseci 67°%, za kar bi morala v natanko 70 — k metih pasti 3, za preostanek 270%
pa bi Ohver potreboval vsaj “% metov. Skupaj bi tako potreboval vsaj k + (70 — k) + &£ =
105 — 5 > 100 metow.

A2. Vsako pobarvano polje ima skupno stranico z najvec¢ 3 nepobarvanimi polji, torej z 1 pobar-
vanim poljem Borut zadosti pogoju za najve¢ 4 polja preglednice - 3 nepobarvana in 1 pobar-
vano, za katerega naloga nic¢esar ne zahteva. Ker ima preglednica 14 polj, mora Borut pobarvati
vsaj 4 polja. Da to tudi zadosca, prikazuje slika.

A3. étevilo k: = 6 otitno ne zado$¢a pogoju, zato je k — 6 # 0. Iz pogoja naloge sledi, da je
K0 = 1 + 22 celo Stevilo, zato mora k — 6 deliti 12. Stevilo 12 ima 12 celostevilskih deliteljev -
6 pozmvmh in 6 negativnih. Pogoju torej zados¢a 12 celih stevil .

x—13 2-13

T in dobimo enacbo t?> — 8t = 48. Enacbo

B1. V enacbo vpeljemo novo spremenljivko ¢ =
sedaj preuredimo do

2 -8 —48=0

in nato levo stran razstavimo
(t—12)(t+4) =0.

Resitvi te enacbe sta t = 12 in t = —4. Obravnavajmo Vsak primer posebej.
Cejet =12, iz def1n1c1]e spremenljivke ¢ dobimo % +113 = 12. Slednjo enacbo pomnoZimo z

2z + 1, da dobimo 2? — 13 = 24z + 12, in jo nato poenostavimo do
2? — 24z — 25 = 0.

Levo stran zopet razstavimo (z — 25)(z + 1) = 0 in razberemo re$itvi z = 25inz = —1.
Ce pajet = —4, dobimo enatbo +113 = —4. Zopet jo pomnozimo z 2z + 1, da dobimo
2? — 13 = —8x — 4, in jo preuredimo v

2* +8r—9=0.
Levo stran razstavimo (z + 9)(z — 1) = 0 in preberemo resitviz = —9inx = 1.

Dobili smo resitve v = 25, x = —1, x = =9 in x = 1, preizkus pa pokaZe, da vsa ta Stevila
res zadoScajo dani enacbi.
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Resitve nalog za 1. letnik

2. naéin. Enatbo pomnoZzimo z (2z + 1)?, da dobimo
(2% — 13)% — 8(2* — 13)(27 + 1) = 48(2x + 1)
Dvoclenike zmnozimo
(z* — 262% + 169) — 8(22° + 2 — 262 — 13) = 48(42* + 4z + 1),
odpravimo oklepaje
ot = 262 + 169 — 162° — 827 + 208z + 104 = 1922% + 192z + 48
in enacbo poenostavimo do
ot — 163° — 2262” + 16z + 225 = 0.
Clene na levi strani zdruzimo v dva oklepaja
(z* — 2262% + 225) — (162° — 162) = 0
in oba oklepaja razstavimo
(2 — 225)(z* — 1) — 162(2* — 1) = 0.
Nato izpostavimo skupni faktor
(2% —1)(z* — 162 — 225) = 0,
in oba oklepaja zopet razstavimo
(x — 1)(x 4+ 1)(x —25)(z+9) = 0.

Resitve te enacbe so torej z = 25, x = =9, v = 1inz = —1, preizkus pa pokaZe, da vse te resSitve
zadoscajo tudi prvotni enacbi.

3. naéin. Enatbo pomnoZzimo z (2z + 1)?, da dobimo
(2% — 13)% — 8(2* — 13)(27 + 1) = 48(2x + 1)
V enatbo vpeljemo novi spremenljivki @ = 2% — 13 in b = 2z + 1 in dobimo enatbo
a® — 8ab = 48b°

oziroma
a? — 8ab — 48h* = 0.

Izraz lahko raztavimo, da dobimo
(a — 12b)(a + 4b) = 0.

Primera a — 12b = 0 in a + 4b = 0 obravnavamo posebej. Ce je a — 12b = 0, iz definicije
spremenljivk a in b sledi
(2 —13) —12(22 + 1) = 0,

kar lahko preuredimo v
x? — 24z 425 = 0.

2



Resitve nalog za 1. letnik

Levo stran raztavimo, da dobimo (z — 25)(x 4 1) = 0 in razberemo regitvi z = 25 in z = —1. Ce
paje a + 4b = 0, iz definicije spremenljivk a in b sledi

(z* —13) + 42z + 1) = 0,

kar lahko preuredimo v

2%+ 8r — 9 = 0.
Levo stran zopet raztavimo, da dobimo (z +9)(x — 1) = 0 in razberemo re$itviz = —9inz = 1.
Resitve te enacbe so torej x = 25, v = —9, v = 1 in x = —1, preizkus pa pokaZe, da vse te reSitve
zadoscajo tudi prvotni enacbi.
1. nacin.

Vpeljava nove spremenljivke ¢ in reSitev kvadratne enatbe t* — 8t =48 ............. 2 tocki
Obravnava problema “;223;113 = 1 2 tocki
Obravnava problema ’”221113 s S 2 tocki
Preizkus reSitev ali argument, da nobena od reSitev ni x = —% ........................ 1 tocka
2. nacin.

Prevedba enatbe na 2* — 162° — 22622 + 162 +225 =0 . ..ovvviiiniiiini e, 2 tocki
Zapis izraza kot produkt dveh kvadratnih ¢lenov ................. ... 2 tocki
Zapis izraza kot produkt &tirih linearnih ¢lenov ............. ...l 2 tocki
Preizkus resitev ali argument, da nobena od reSitevniz = —3 ........................ 1 tocka
3. nacin.

Vpeljava novih spremenljivk a in b ter razcep a* — 8ab — 48b* = (a — 12b)(a + 4b) ... 2 tocki
Obravnava problema (2 — 13) — 12(22 4+ 1) =0 .o .oviiti it 2 tocki
Obravnava problema (22 — 13) +4(22 4+ 1) =0 . .eoviiiii e 2 tocki
Preizkus resitev ali argument, da nobena od reSitevniz = —3 ........................ 1 tocka

B2. Najbo S = p; + p2 + p3 + ps + ps. Pogoj naloge pove, da p,, deli S — p,, za vsak n < 5. To
pomeni, da p, deli tudi S za vsak n < 5. Torej je S deljiv s produktom vseh razli¢nih prastevil
pn. Lo¢imo primere, glede na to, koliko razli¢nih prastevil je med p1, p2, ps, pa, ps.

1. Ceje vseh 5 prastevil p;, pa, ps, ps, ps enakih p, potem je pogoj iz naloge otitno izpolnjen, saj
p deli 4p.

2. Ce sta med prastevili py, pa, p3, pa, ps natanko 2 razli¢ni prastevili p in g, kjer je p < ¢, potem
pq deli S. Ker so prastevila urejena, imamo naslednje 4 moZnosti. Ce je (p1,p2, 3, D1, P5) =
(p,q,9,9,q), tedaj pg deli S = p + 4¢. Od tod sledi, da ¢ deli p, kar pa ni mogoce, saj sta
prastevili p in g razli¢ni. Ce je (p1,D2,P3, 04, 05) = (DD, ¢, ¢, q), tedaj pg deli S = 2p + 3¢. Ker
sta prastevili p in ¢ razli¢ni od tod sledi, da p deli 3 in ¢ deli 2. Torejje p = 3in ¢ = 2, kar
pa je v protislovju s predpostavko p < g. Ce je (p1,p2, p3,pa,05) = (P, D, D, 4, q), tedaj pg deli
S = 3p + 2q. Podobno kot prej, od tod sledi, da p deli 2 in ¢ deli 3, zatojep = 2in ¢ = 3.
Tako dobimo resitev (p1, p2, ps. pa, ps) = (2,2,2,3,3), ki res ustreza pogoju naloge. Ce paje
(p1, 2. 03, P1,05) = (P, Ps D, q), tedaj pg deli S = 4p + ¢. Od tod sklepamo, da p deli ¢, kar
pa ni mogoce, ker sta prastevili p in ¢ razli¢ni.

3. Ce so med prastevili pq, pa, p3, ps, ps Vsaj 3 razlicna prastevila, ozna¢imo najvedja 3 izmed
njih s p, ¢ in r, kjer je p < ¢ < r. Tedaj pgr deli S, zato je pgr < S < 5r. Todap > 2in g > 3,
zato je pgr > 6r, kar nam da protislovje 6 < 5r. V tem primeru zato ni reSitev.



Resitve nalog za 1. letnik

Vse resitve naloge so torej (p1,p2,ps,ps,p5) = (p,p,p,p,p), Kjer je p poljubno prastevilo, in
(p1,p2,P3, P15 P5) = (2,2,2,3,3).

2. nacin. Enako kot v prvi resitvi sklepamo, da vsaka peterica enakih prastevil ustreza pogoju
naloge. Sedaj predpostavimo, da niso vsa prastevila enaka. Iz pogoja o velikostih tako dobimo
p1 < ps intorej p;+po+ps+ps < 4ps. Ker pa ps deli to vsoto, je ta vsota lahko samo ps, 2ps ali 3ps.
Tako dobimo p; + ps + ps + pa < 3ps. Tako kot v prvi resitvi ozna¢imo S = p; +p2 + ps + pa + ps.
Vidimo, da je p; < S < 4ps. Ker pa ps deli vsoto ostalih Stirih prastevil, to pomeni, da p5 deli
tudi S, zato lahko S zavzame samo vrednosti 2ps, 3ps in 4ps. Ker mora tudi p; deliti S, je torej p;
lahko samo 2 ali 3. Opazimo tudi, da sta v vseh primerih p; in p; pravzaprav edini prastevili,
ki delita S. Tako lahko sklepamo, da je vsako izmed prastevil p,, ps in ps enako ali p; ali ps,
saj tudi ta delijo S. Sedaj lo¢imo primere glede na vrednost p;, nato pa Se glede na to, koliko
prastevil je enakih p; in koliko je enakih ps.

1. Veljap; =2.

(@) Ce jept =2 < ps=p3=ps=DpsjeS =2+ 4ps. Tako sledi, da ps deli 2, kar ni mogoce,
sajje 2 = p; < ps.

(b) Ce jept =p2 =2 < p3 =pg =psjeS =4+ 3ps. Dobimo, da ps deli 4, kar je znova
protislovje, saj je ps prastevilo in 2 = p; < ps.

(c) Ce jep1 =p2 =ps =2 < py = ps,jeS = 6+2p;, torej ps; deli 6. Ker je prastevilo p; > 2, je
edina moZnost kar p; = 3. Preizkus pokaze, da peterica (pi1, p2, p3, ps, p5) = (2,2,2,3,3)
res zados¢a pogoju naloge.

(d) Ce jep1 =p2 =p3 =ps =2 < psje S =8+ ps, torej p; deli 8. Ker je p; prastevilo, mora
tako biti enako 2, kar pa ni mogoce zaradi neenakosti 2 = p; < ps.

2. Veljap, = 3.

(a) Ce jep1 =3 < p2 =Dp3s =ps = ps,je S = 3+ 4ps. Tako sledi, da ps deli 3, kar je
protislovje, saj je 3 = p; < ps.

(b) Ce jept =p2 =3 < p3 =Dps = ps,je S =6+ 3ps, torej p; deli 6. Ker je ps; prastevilo,
sta edini moZnosti tako p; = 2 in p5 = 3. Nobena izmed teh pa ni mogoca, saj velja
3 =p1 <ps.

(c) Ce jepr =p2 =p3s =3 < ps=psjeS =9+ 2ps zato p; deli 9. Ker je p; prastevilo, je
enako 3, hkrati pa velja 3 = p; < ps, kar ni mogoce.

(d) Ce jep1 =p2 =Dps =ps =3 <DpsjeS =12+p;, torej p; deli 12. Podobno kot v prejsnjih
primerih smo prisli do protislovija, saj je ps prastevilo, torej je lahko enako samo 2 ali 3,
hkrati pa velja 3 = p; < ps.

S tem smo ugotovili, daje (p1, p2, P3, P4, P5) = (2, 2,2, 3, 3) edina reSitev, v kateri niso vsa prastevila
v peterici enaka. To pomeni, da so edine reSitve ravno (pi, ps,ps,ps,05) = (2,2,2,3,3) in

(p1, D2, D3, P4, 05) = (P, p, P, p, p) za poljubno prastevilo p.

Utemeljitev, da vsako izmed prastevildeli S .............. ... 1 tocka
Dokaz, da v peterici nastopata kve¢jemu dve razli¢ni prastevili ........................ 2 tocki
Zapis resitve (p,p,p,p,p) za vsako prastevilop ......... ... . 1 tocka
Pravilna obravnava vsaj enega izmed preostalih primerov glede na to, katera prastevila so med
sebojenaka ..... ... . 1 tocka

Pravilna obravnava vseh primerov, ko v peterici nastopata natanko dve razli¢ni prastevili .. 1
tocka
Jasno zapisana resitev (2,2,2,3,3) ... 1 tocka



Resitve nalog za 1. letnik

B3. Na vsak kvadratek karirastega papirja zapisimo Stevilo 1, po vsakem prepogibu papirja
pa sestejmo Stevila v posameznem kvadratku in vsoto zapiSimo v ta kvadratek. Tedaj nam
zapisana Stevila na vsakem koraku povejo, koliko slojev papirja je v posameznem kvadratku.
Na koncu tako dobimo enak zapis kot Timotej.

(a) Primer prepogibanja papirja, pri katerem bi Timotej dobil zapis A, je prikazan nasliki.

)
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Omeniti velja, da to ni edino mozno prepogibanje, pri katerem dobimo zapis A.

(b) Opazimo, da se vsota vseh zapisanih Stevil pri prepogibu papirja ne spremeni, zato je na
vseh korakih enaka. Ker je vsota Stevil na zacetku enaka 64, mora biti tudi vsota Stevil na
koncu enaka 64. Toda pri zapisu B je vsota vseh Stevilenaka 3-12 +2-8+3-6 +1-2 =72,
zato tega zapisa Timotej ni mogel dobiti.

(c) Na zacetku je vsota Stevil v vsaki vrsti oz. stolpcu enaka 8, torej je deljiva z 8. Pri vsakem
prepogibu papirja se vsota vrstice oz. stolpca bodisi ohrani ali pa se poveca za vsoto neke
druge vrstice oz. stolpca. Torej je tudi po vsakem prepogibu papirja vsota vsake vrstice oz.
stolpca deljiva z 8. Toda pri zapisu C' je vsota tretje vrstice enaka 6 + 8 +4 = 18 in ni deljiva
z 8, zato tega zapisa Timotej ni mogel dobiti.

2. nacin. Tocki (b) in (c) lahko dokaZemo tudi drugace. Na vrhu in ob levi strani karirastega
papirja dodamo karirasta trakova velikosti 1 x 8, ki ju prepogibamo hkrati z listom papirja
(kot da bi bila prilepljena nanj). V vsak njun kvadratek na zacetku zapisimo Stevilo 1, nato pa
podobno kot na listu papirja po vsakem prepogibu sestejmo Stevila v posameznem kvadratku.
Opazimo, da na vsakem koraku velja naslednja lastnost: Stevilo v posameznem kvadratku
karirastega lista je enako produktu Stevila v isti vrstici na levem traku in Stevila v istem stolpcu
na zgornjem traku. Na zacetku je to ocitno res, sajje 1 =1 - 1, ob vsakem prepogibu papirja pa
se ta lastnost ohrani, kot je razvidno s slike.

| | | |
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Torej lahko na koncu Timotej dobi le zapise, ki so oblike




Resitve nalog za 1. letnik

az|ay|az
bz |by| bz

cr|CY|cz

Opazimo, da za 4 kvadratke v zgornjem levem vogalu velja ax - by = ay - bz. Od tod sledi, da
Timotej ni mogel dobiti niti zapisa B niti zapisa C, saj pri zapisu B velja 12 - 6 # 12 - 12 in pri
zapisu C' velja 12 -8 # 6 - 6.

Podano pravilno prepogibanje za zapis A ........... ... .. 2 tocki
Poljubna pravilna utemeljitev, da zapisa B nimoZznodobiti ......................... ... 2 tocki
Poiskana lastnost, ki se pri prepogibanju ohranja, vendar je zapis Cnima ............. 1 tocka
Dokaz, da se ta lastnost pri prepogibanju res ohranja ................................. 1 tocka
Dokaz, da zapisa C'ne moremo dobiti .......... ...l 1 tocka



68. matemati¢no tekmovanje
srednjesolcev Slovenije
Drzavno tekmovanje, 20. april 2024
Resitve nalog za 2. letnik

(A1[A2]A3)
(B|D|A|

A1. Najmanjse skoraj kvadratno $tevilo, ki je vegje od 2024, je 46> — 1, najvedje skoraj kvadratno
Stevilo, ki je manjSe od 2024, pa je 44 — 1. Razlika teh dveh &tevil je enaka

(46% — 1) — (44 — 1) = 46 — 44% = (46 + 44)(46 — 44) = 90 - 2 = 180.

A2. Ce bi vsaka koko$ imela 4 noge, bi vse Jernejeve zivali imeje 4 noge. Torej ima kmet Jernej
skupaj 180 : 4 = 45 zivali. Izjava (E) je zagotovo laZ. Izjava (A) je resni¢na natanko takrat, ko
ima kmet Jernej 25 kokosi in 20 ovc. Izjava (B) je resni¢na natanko tedaj, ko ima Kmet Jernej
80 : 4 = 20 ovc in 25 kokosi. Izjava (C) pa je resni¢na natanko tedaj, ko ima kmet Jernej 25
kokosi in 20 ovc, saj je 25 - 2 4 20 - 4 = 130. Ker je resni¢na natanko ena izjava, so izjave (A), (B)
in (C) neresni¢ne. Resni¢na izjava je izvaja (D).

A3. 1z pogojev naloge sledi PABMS = %pABCD = PCDRN/, torej je PMNRS = %pABCD =95 cm2. Od
tod sledi [MN| = |RS| = 1 cm in |M B| = 3 cm. Zaradi simetrije je tudi |DR| = 3 cm in |AS| =

1 cm, hkrati pa je EFGH kvadrat. Po Pitagorovam izreku je |[SM| = /5% + (3 — = V/29.
Po formuli za plos¢ino paralelograma zato sledi |[EH| = pM NES — W cm. Ploscma kvadrata

[SM]|
EFGH je tako enaka |[EH|> = 2 cm?.

B1. Kote trikotnika ABC' ozna¢imo kot obi¢ajno z «, 3 in «. Potem je /BAI = 5, ZIBA = §
in ZAIB = 180° — O‘Tw Tocke A, B, I in D so koncikli¢ne. Ker je ZBAC < ZCBA, tocka D leZzi
na istem bregu stranice AB kot tocka I, tocka E pa leZi na drugem bregu. Zato velja ZADB =
ZAIB = 180° — %42 in ZBDC = 180° — ZADB = “£2. Ker totka E leZi na drugem bregu
premice AB kot tocka I, iz koncikli¢nosti tock A, E, Bin [ sledi /ZBEA = 180° — LAIB = #
Torej je

/EAC = 180° — —O‘Qﬁz . O‘;B - O‘;ﬁ _ /BDC.
To pa pomeni, da je premica AE vzporedna premici BD.

I
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Resitve nalog za 2. letnik

2. nac¢in. Oznacimo z O sredisce trikotniku ABI ocrtane kroZznice. Ker je ZBAC < ZCBA,
tocka D leZi na istem bregu stranice AB kot tocka I, tocka E pa leZi na drugem bregu. Torej je
premica Al simetrala kota ZBAD, zato razpolavlja lok BD. To pomeni, da je I srediS¢e loka
BD, zato je premica BD pravokotna na premico OI. Naj bo I” drugo presecis¢e premice O
in trikotniku ABI ofrtane krozZnice. Po Talesovem izreku je ZIBI' = 90°. Torej je LABI' =
90° — ZIBA = 90° — £. Ker je

/I'BE =180° — ZCBI — ZIBI' = 180° — g —90° =90° — g = /ABI,

je premica BI’ simetrala kota ABFE, zato razpolavlja lok AE. To pomeni, da je I’ sredis¢e loka
AFE in zato je premica AE pravokotna na premico OI’ oziroma premico OI. Ker sta premici
AFE in BD obe pravokotni na premico O/, sta med sabo vzporedni.

1. Nacin:

Izracun kota ZAIB ... ... 2 tocki
Napisano, da se zaradi neenakosti v navodilu, tocka D nahaja na daljici AC, tocka ' pa ne na
daljici BO ... 1 tocka
Izracun enega od kotov ZBEAali ZADD .......... i 1 tocka
Izracun kota ZBDC ... . . 1 tocka
Izracun enega od kotov ZCBD ali ZEAB ... ..ot 1 tocka
ZaKkuCek . ... 1 tocka
2. Nacin:

Vpeljava toCke I/ ... . 1 tocka
Utemeljitev, da je /1’ premer dane kroZnice ............... ..ol 1 tocka
Napisano, da je I’ sredisc¢e pri¢rtane kroZnice trikotnika ABC ......................... 1 tocka
Napisano, da je BI’ simetrala kota ABF ali podobnoza AI' .......................... 1 tocka
Sklep, da je en od trikotnikov AEI" ali DBI’ enakokrak (za to tocko zados¢a sklep za enega od
ErKOtNIKOV) ..o 1 tocka
Dokaz vsaj ene od ortogonalnosti premic DB ali AE na premico I1" .................. 1 tocka
ZaKlJuCeK ... 1 tocka

Opomba: Druga alineja prvega tockovnika je za doseg vseh moZznih tock obvezna v prvem
nacinu, ne pa v drugem.

B2. Najbo S = p; + p2 + p3 + ps + ps. Pogoj naloge pove, da p,, deli S — p,, za vsak n < 5. To
pomeni, da p,, deli tudi S za vsak n < 5. Torej je S deljiv s produktom vseh razli¢nih prastevil
pn- Locimo primere, glede na to, koliko razli¢nih prastevil je med p1, p2, ps, pa, ps.

1. Ceje vseh 5 prastevil p;, ps, ps, ps, ps enakih p, potem je pogoj iz naloge otitno izpolnjen, saj
p deli 4p.

2. Ce sta med prastevili py, ps, ps, pa, ps Natanko 2 razli¢ni prastevili p in ¢, kjer je p < ¢, potem
pq deli S. Ker so prastevila urejena, imamo naslednje 4 moZnosti. Ce je (p1, P2, D3, D1, P5) =
(p,q,9,9,q), tedaj pg deli S = p + 4¢. Od tod sledi, da ¢ deli p, kar pa ni mogoce, saj sta
prastevili p in ¢ razli¢ni. Ce je (p1,D2,P3, P4, 05) = (DD, ¢, ¢, q), tedaj pg deli S = 2p + 3¢. Ker
sta prastevili p in ¢ razli¢ni od tod sledi, da p deli 3 in ¢ deli 2. Torejje p = 3in ¢ = 2, kar
pa je v protislovju s predpostavko p < g. Ce je (p1,p2, p3,pa, 05) = (P, D, D, 4, q), tedaj pg deli
S = 3p + 2q. Podobno kot prej, od tod sledi, da p deli 2 in ¢ deli 3, zatojep = 2in ¢ = 3.
Tako dobimo resitev (p1, p2, ps. pa, ps) = (2,2,2,3,3), ki res ustreza pogoju naloge. Ce paje
(p1,p2: 03, P4, 05) = (P, Ps D, q), tedaj pg deli S = 4p + ¢. Od tod sklepamo, da p deli ¢, kar
pa ni mogoce, ker sta prastevili p in ¢ razli¢ni.

2



Resitve nalog za 2. letnik

3. Ce so med prastevili pq, pa, p3, ps, ps Vsaj 3 razli¢na prastevila, ozna¢imo najvedja 3 izmed
njih s p, ¢in r, kjer je p < ¢ < r. Tedaj pqr deli S, zato je pgr < S < 5r. Todap > 2in g > 3,
zato je pgr > 6r, kar nam da protislovje 6r < 5r. V tem primeru zato ni reSitev.

Vse resitve naloge so torej (p1,p2,ps,ps,p5) = (p,p,p,p,p), Kjer je p poljubno prastevilo, in
(p1, P2, 3,04, 05) = (2,2,2,3,3).

2. nacin. Enako kot v prvi resitvi sklepamo, da vsaka peterica enakih prastevil ustreza pogoju
naloge. Sedaj predpostavimo, da niso vsa prastevila enaka. 1z pogoja o velikostih tako dobimo
p1 < ps intorej p1+po+ps+ps < 4ps. Ker pa ps deli to vsoto, je ta vsota lahko samo ps, 2p5 ali 3ps.
Tako dobimo p; + ps + p3s +pa < 3ps. Tako kot v prvi resitvi ozna¢imo S = p; +p2 + ps + pa + ps.
Vidimo, da je p; < S < 4ps. Ker pa ps deli vsoto ostalih Stirih prastevil, to pomeni, da p5 deli
tudi S, zato lahko S zavzame samo vrednosti 2p;, 3p; in 4ps;. Ker mora tudi p; deliti S, je torej p;
lahko samo 2 ali 3. Opazimo tudi, da sta v vseh primerih p; in p; pravzaprav edini prastevili,
ki delita S. Tako lahko sklepamo, da je vsako izmed prastevil p,, ps; in ps enako ali p; ali ps,
saj tudi ta delijo S. Sedaj lo¢imo primere glede na vrednost p;, nato pa Se glede na to, koliko
prastevil je enakih p; in koliko je enakih ps.

1. Veljap, =2.

(a) Ce jep1 =2 <py =ps=ps=DpsjeS =2+ 4ps. Tako sledi, da p; deli 2, kar ni mogoce,
sajje 2 = p; < ps.

(b) Ce jept =p2 =2 < p3 =ps =psjeS =4+ 3ps. Dobimo, da ps deli 4, kar je znova
protislovije, saj je ps prastevilo in 2 = p; < ps.

(0 Ce jep1 =p2 =ps =2 <py=psjeS = 6+2p;, torej p; deli 6. Ker je prastevilo p5 > 2, je
edina moZnost kar p; = 3. Preizkus pokaze, da peterica (pi1, p2, p3, ps, p5) = (2,2,2,3,3)
res zadosca pogoju naloge.

(d) Ce jep1 =p2 =p3 =ps =2 < ps,je S =8+ ps, torej p; deli 8. Ker je p; prastevilo, mora
tako biti enako 2, kar pa ni mogoce zaradi neenakosti 2 = p; < ps.

2. Veljap; = 3.

(a) Ce jep1 =3 < p2 =p3 =ps = ps, je S = 3+ 4ps. Tako sledi, da ps deli 3, kar je
protislovje, saj je 3 = p; < ps.

(b) Ce jept =p2 =3 < p3s =ps =Dps,je S =6+ 3p;, torej p; deli 6. Ker je ps prastevilo,
sta edini moZnosti tako p; = 2 in p5 = 3. Nobena izmed teh pa ni mogoca, saj velja
3=p1 <Ds.

(c) Ce jepr =p2 =p3s =3 < ps=psjeS =9+ 2ps zato p; deli 9. Ker je p; prastevilo, je
enako 3, hkrati pa velja 3 = p; < ps, kar ni mogoce.

(d) Ce jep1 =p2 =Dp3 =ps =3 < Dps,je S =12+ p;s, torej p; deli 12. Podobno kot v prejSnjih
primerih smo prisli do protislovja, saj je ps prastevilo, torej je lahko enako samo 2 ali 3,
hkrati pa velja 3 = p; < ps.

S tem smo ugotovili, daje (p1, p2, ps, ps, P5) = (2,2, 2, 3, 3) edina resitev, v kateri niso vsa prastevila
v peterici enaka. To pomeni, da so edine re$itve ravno (pi, pa,ps,pa,05) = (2,2,2,3,3) in
(p1, P2, p3, p1,p5) = (p, p, p, p; p) za poljubno prastevilo p.

Utemeljitev, da vsako izmed prastevildeli S ... 1 tocka
Dokaz, da v peterici nastopata kveéjemu dve razli¢ni prastevili ........................ 2 tocki
Zapis resitve (p,p,p,p,p) zavsako prastevilop ... 1 tocka

Pravilna obravnava vsaj enega izmed preostalih primerov glede na to, katera prastevila so med
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Resitve nalog za 2. letnik

sebojenaka . ... ... 1 tocka
Pravilna obravnava vseh primerov, ko v peterici nastopata natanko dve razli¢ni prastevili .. 1
tocka

Jasno zapisana resitev (2,2,2,3,3) ... ... 1 tocka
B3. Na vsak kvadratek karirastega papirja zapisimo Stevilo 1, po vsakem prepogibu papirja
pa sesStejmo Stevila v posameznem kvadratku in vsoto zapiSimo v ta kvadratek. Tedaj nam
zapisana Stevila na vsakem koraku povejo, koliko slojev papirja je v posameznem kvadratku.
Na koncu tako dobimo enak zapis kot Timotej.

(a) Primer prepogibanja papirja, pri katerem bi Timotej dobil zapis A, je prikazan nasliki.

11111 (1]1|1 212(2|2 224

1/1(1]1)1]1)1]1 212]2|2 2|24

11111 |1]1]|1 212]2|2 2|24

11111 |1]1|1 212(2|2 2214 41418
11111 (1]1|1 212(2|2 2214 41418
11111 (1]1]1 212(2]|2 2|24 4148 88116
111111 |1]1]1 212]2|2 2|24 2|24 6612
11111 ]1]1]1 212]2|2 2|24 2214 2(2]4

N A %

Omeniti velja, da to ni edino moZno prepogibanje, pri katerem dobimo zapis A.

(b) Opazimo, da se vsota vseh zapisanih Stevil pri prepogibu papirja ne spremeni, zato je na
vseh korakih enaka. Ker je vsota Stevil na zacetku enaka 64, mora biti tudi vsota Stevil na
koncu enaka 64. Toda pri zapisu B je vsota vseh Stevil enaka 3-124+2-8+3-64+1-2 =72,
zato tega zapisa Timotej ni mogel dobiti.

(c) Na zacetku je vsota stevil v vsaki vrsti oz. stolpcu enaka 8, torej je deljiva z 8. Pri vsakem
prepogibu papirja se vsota vrstice oz. stolpca bodisi ohrani ali pa se poveca za vsoto neke
druge vrstice oz. stolpca. Torej je tudi po vsakem prepogibu papirja vsota vsake vrstice oz.
stolpca deljiva z 8. Toda pri zapisu C je vsota tretje vrstice enaka 6 + 8 44 = 18 in ni deljiva
z 8, zato tega zapisa Timotej ni mogel dobiti.

2. nacin. Tocki (b) in (c) lahko dokaZemo tudi drugace. Na vrhu in ob levi strani karirastega
papirja dodamo karirasta trakova velikosti 1 x 8, ki ju prepogibamo hkrati z listom papirja
(kot da bi bila prilepljena nanj). V vsak njun kvadratek na zacetku zapisimo Stevilo 1, nato pa
podobno kot na listu papirja po vsakem prepogibu sestejmo Stevila v posameznem kvadratku.
Opazimo, da na vsakem koraku velja naslednja lastnost: Stevilo v posameznem kvadratku
karirastega lista je enako produktu Stevila v isti vrstici na levem traku in Stevila v istem stolpcu
na zgornjem traku. Na zacetku je to ocitno res, sajje 1 = 1 - 1, ob vsakem prepogibu papirja pa
se ta lastnost ohrani, kot je razvidno s slike.
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Resitve nalog za 2. letnik

Torej lahko na koncu Timotej dobi le zapise, ki so oblike

ax|ay|az

bz |by | bz
cx|cy|ez

Opazimo, da za 4 kvadratke v zgornjem levem vogalu velja az - by = ay - bx. Od tod sledi, da
Timotej ni mogel dobiti niti zapisa B niti zapisa C, saj pri zapisu B velja 12 - 6 # 12 - 12 in pri
zapisu C' velja 12 -8 # 6 - 6.

Podano pravilno prepogibanje za zapis A ......... ... . . i 2 tocki
Poljubna pravilna utemeljitev, da zapisa B ni mozno dobiti ............................ 2 tocki
Poiskana lastnost, ki se pri prepogibanju ohranja, vendar je zapis C'nima ............. 1 tocka
Dokaz, da se ta lastnost pri prepogibanju res ohranja ................................. 1 tocka
Dokaz, da zapisa C' ne moremo dobiti ................ ..o i 1 tocka
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Drzavno tekmovanje, 20. april 2024

Resitve nalog za 3. letnik

(A1]|A2]A3)
|B|C|E]

Al. Kerje PADC = ipABC/ je ’OD| = éll|CB| = 30 cm in |BD| =90 cm. Kerje PEBF = %pEBD, je
|BF| = 1|BD| = 45 cm.

A2. Kvadratke AleSeve risbe pobarvamo po vzorcu S8ahovnice, kot prikazuje leva slika. Opa-
zimo, da vsaka ploscica velikosti 2 x 1 prekrije 1 belo polje in 1 ¢rno polje. Ker pa je belih polj
le 10, lahko Ales na risbo poloZi najvec 10 plosc¢ic. Kako lahko Ales na risbo poloZi 10 plos¢ic,
prikazuje desna slika.

SN RSSaSsy
NN NSy

A3. Starosti prijateljic so enake n, n + 1, n + 2, n + 3 in n + 4 za neko naravno Stevilo n.
Vsota njihovih starosti je 5n + 10, vsota starosti najstarejsih dveh pa je 2n + 7. Torej velja
st — 28 — 22, Enakost preublikujemo do 55(2n + 7) = 23(5n + 10) in izrazimo 5n = 155.
Torej je n = 31, kar je starost najmlajSe prijateljice.

B1. Iz razmerja kotov sledi, da obstaja tak t, daje o = 2¢, 3 = 3t in v = 4t. Ker je vsota notranjih
kotov v vsakem trikotniku enaka 180°, mora biti 2¢ + 3t + 4t = 180°, od koder izratunamo
t = 20°. Torejje a = 40°, B = 60° in v = 80°. Z uporabo sinusnega izreka izrazimo

b a sinf n sina sin60°  sin40°

a ¢ sina sinfy_sin40°+sin800'

Po formuli za sinus dvojnega kota je sin 80° = 2 sin 40° cos 40°, torej je

b «a ~ sin60° 1

a ¢ sin40°  2cos40°’

Z upostevanjem zveze % = cos 60°, dobimo

b a sin 60°  cos 60° sin 60° cos 40° + cos 60° sin 40°

a ¢ sin40° + cos40° sin 40° cos 40°

V imenovalcu ponovno upostevamo zvezo sin 80° = 2 sin 40° cos 40°, v Stevcu pa formulo sin(z+
y) = sinz cos y + cos x sin y, da dobimo

b a sin 100° B 2sin 100°

a ¢ 1sin80°  sin80°
Iz formule sin x = sin(180° — z) sledi sin 100° = sin 80°, torej je
b a

—+ =2
a C

(© 2024 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli
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2. nac¢in. Enakost, ki jo moramo dokazati, pomnoZimo z ac, da dobimo bc + a’> = 2ac, in jo
zapiSemo v obliki bc — ac = ac — a®. Nato na obeh straneh izpostavimo skupni faktor (b —a)c =

a(c — a) in enakost preuredimo v
c—a ¢

b—a a
Opazimo, da je to enakost dveh razmerij, zato jo bomo dokazali s pomocjo podobnih trikotni-
kov.

Kot v prvi resitvi najprej izpeljemo a = 40°, 3 = 60° in v = 80°. Torejje a < b < c. Najbo D taka
toc¢ka na stranici AB, da je |[BD| = q, in E taka tocka na stranici AC, da je |CE| = a. Tedaj je
|AD| = ¢ — ain |AE| = b — a. Naj bo F' taka tocka na stranici AC, da je premica BF vzporedna
premici DE. Tedaj sta trikotnika ADE in ABF podobna, zato je

cC—a C

b—a |AF|

Torej je dovolj pokazati, da je |[AF| = a.
Kerje |BC| = |BD| = ain f = 60°, je BC'D enakostrani¢ni trikotnik, zato je tudi |CD| = a.
Torej je trikotnik EC'D enakokrak z vrhom pri C' in kotom

LECD = /ZACB — ZDCB = 80° — 60° = 20°.

Od tod izracunamo

180° — ZECD  180° — 20°

LCDE = /ZDEC =
2 2

= 80°.

Sledi
/EDA =180°— /BDC — ZCDEFE = 180° — 60° — 80° = 40°.

Zaradi vzporednosti premic BF in DFE, je tudi ZF BA = 40°. Od tod sledi, da je trikotnik BF' A
enakokrak z vrthom pri F, zato velja |AF| = |F B|. Hkrati je

LBFC =180° — LAFB = ZBAF + ZFBA = 40° + 40° = 80°.

Torej je tudi trikotnik /' BC enakokrak z vrhom pri B, zato je |F B| = | BC| = a. 1z obojega sledi
|AF| = a, kar je bilo treba dokazati.

Preoblikovanje drugega ulomka v 322 4 :%‘7‘ ......................................... 1 tocka
Preoblikovanje drugega ulomka v ;. . ... 1 totka
Preoblikovanje drugega ulomka v €805 2 tocki

2
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Preoblikovanje izraza v 25800° 2 tocki
IZraCun vSOte. . ... .o 1 tocka
2. nacin. Preoblikovanjecilja v =2 = £. ... .. .. ... 1 tocka
Definiranje to€k D, E. ... .. o 1 tocka
Definirana totka F. Zapis ;= = 7 in ugotovitev, da je dovolj pokazati enakost |AF| =a. .1
tocka

Ugotovitev, da je ECD enakokrak zvthom v C. ....... ... ..., 1 tocka
Izrac¢un kota ZF BA in ugotovitev, daje BF'A enakokrak. ............................. 1 tocka
Izracun kota ZBF'C in ugotovitev, daje FBC enakokrak. ............................. 1 tocka
[zradun |AF| = |FB| = |BO| = G oot e 1 tocka

B2. Najbo S = p; + p2 + p3 + ps + ps. Pogoj naloge pove, da p,, deli S — p,, za vsak n < 5. To
pomeni, da p,, deli tudi S za vsak n < 5. Torej je S deljiv s produktom vseh razli¢nih prastevil
pn- Locimo primere, glede na to, koliko razli¢nih prastevil je med p1, p2, ps, pa, ps.

1. Ceje vseh 5 prastevil p;, ps, ps, ps, ps enakih p, potem je pogoj iz naloge otitno izpolnjen, saj
p deli 4p.

2. Ce sta med prastevili py, pa, p3, pa, ps natanko 2 razli¢ni prastevili p in g, kjer je p < ¢, potem
pq deli S. Ker so prastevila urejena, imamo naslednje 4 moZnosti. Ce je (p1,D2,P3, D4, D5) =
(p,4q,49,q,q), tedaj pg deli S = p + 4¢. Od tod sledi, da ¢ deli p, kar pa ni mogoce, saj sta
prastevili p in ¢ razli¢ni. Ce je (p1,D2,p3,P4,05) = (DD, ¢, ¢, q), tedaj pg deli S = 2p + 3¢. Ker
sta prastevili p in ¢ razli¢ni od tod sledi, da p deli 3 in ¢ deli 2. Torejje p = 3in ¢ = 2, kar
pa je v protislovju s predpostavko p < g. Ce je (p1,Dp2,p3, P4, 05) = (P, P, D, ¢, q), tedaj pq deli
S = 3p + 2q. Podobno kot prej, od tod sledi, da p deli 2 in ¢ deli 3, zatojep = 2in ¢ = 3.
Tako dobimo resitev (py, p2, ps, p1, p5) = (2,2, 2,3, 3), ki res ustreza pogoju naloge. Ce paje
(p1, P2, P3, P4, 05) = (P, P, P, D, q), tedaj pg deli S = 4p + q. Od tod sklepamo, da p deli ¢, kar
pa ni mogoce, ker sta prastevili p in ¢ razli¢ni.

3. Ce so med prastevili pq, p2, p3, ps, P5 Vsaj 3 razlicna prastevila, ozna¢imo najvedja 3 izmed
njih s p, ¢ in r, kjer je p < ¢ < r. Tedaj pgr deli S, zato je pgr < S < 5r. Todap > 2in g > 3,
zato je pgr > 6r, kar nam da protislovje 6 < 5r. V tem primeru zato ni reSitev.

Vse re$itve naloge so torej (p1,p2,ps,ps,p5) = (p,p,p,p,p), kjer je p poljubno prastevilo, in
(1, P2, p3, p1,P5) = (2,2,2,3,3).

2. nac¢in. Enako kot v prvi resitvi sklepamo, da vsaka peterica enakih prastevil ustreza pogoju
naloge. Sedaj predpostavimo, da niso vsa prastevila enaka. Iz pogoja o velikostih tako dobimo
p1 < ps in torej pi +po+ps+ps < 4ps. Ker pa ps deli to vsoto, je ta vsota lahko samo ps, 2p5 ali 3ps.
Tako dobimo p; + ps + ps + pa < 3ps. Tako kot v prvi resitvi ozna¢imo S = p; + p2 + ps + pa + ps.
Vidimo, da je p; < S < 4ps. Ker pa ps deli vsoto ostalih Stirih prastevil, to pomeni, da p; deli
tudi S, zato lahko S zavzame samo vrednosti 2ps, 3p; in 4ps. Ker mora tudi p; deliti S, je torej p;
lahko samo 2 ali 3. Opazimo tudi, da sta v vseh primerih p; in p; pravzaprav edini prastevili,
ki delita S. Tako lahko sklepamo, da je vsako izmed prastevil p,, ps in ps enako ali p; ali ps,
saj tudi ta delijo S. Sedaj lo¢imo primere glede na vrednost p;, nato pa 3e glede na to, koliko
prastevil je enakih p; in koliko je enakih ps.

1. Veljap; = 2.

(a) Ce jep1 =2 <py =ps=ps=DpsjeS =2+ 4ps. Tako sledi, da ps deli 2, kar ni mogoce,
sajje 2 = p; < ps.

(b) Ce jept =p2 =2 < p3 =ps =psjeS =4+ 3ps. Dobimo, da ps deli 4, kar je znova
protislovije, saj je ps prastevilo in 2 = p; < ps.

3
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(0 Ce jep1 =po =ps =2 < py=psjeS = 6+2p;, torej p; deli 6. Ker je prastevilo ps > 2, je
edina moZnost kar p; = 3. Preizkus pokaze, da peterica (pi1, p2, p3, ps, p5) = (2,2,2,3,3)
res zadosc¢a pogoju naloge.

(d) Ce jep1 =p2 =p3 =ps =2 < psje S =8+ ps, torej p; deli 8. Ker je p; prastevilo, mora
tako biti enako 2, kar pa ni mogoce zaradi neenakosti 2 = p; < ps.

2. Veljap; = 3.

(a) Ce jep1 =3 < p2 =Dp3 =ps = ps, je S = 3+ 4ps. Tako sledi, da ps deli 3, kar je
protislovje, saj je 3 = p; < ps.

(b) Ce jept =p2 =3 < p3s =ps =Dps, je S =6+ 3p;, torej ps deli 6. Ker je ps prastevilo,
sta edini moZnosti tako p; = 2 in p; = 3. Nobena izmed teh pa ni mogoca, saj velja
3 =p1 < ps.

(c) Ce jepi =p2 =ps =3 < ps=DpsjeS =9+ 2ps zato p; deli 9. Ker je p; prastevilo, je
enako 3, hkrati pa velja 3 = p; < ps, kar ni mogoce.

(d) Ce jep1 =p2 =Dp3 =ps =3 < Dps,jeS =12+ p;, torej p; deli 12. Podobno kot v prejSnjih
primerih smo prisli do protislovija, saj je ps prastevilo, torej je lahko enako samo 2 ali 3,
hkrati pa velja 3 = p; < ps.

S tem smo ugotovili, daje (p1, p2, p3, ps. p5) = (2,2, 2, 3, 3) edina resitev, v kateri niso vsa prastevila
v peterici enaka. To pomeni, da so edine re$itve ravno (pi, pa,ps,ps,05) = (2,2,2,3,3) in

(p1, D2, 3,01, 5) = (P, p, P, p, p) za poljubno prastevilo p.

Utemeljitev, da vsako izmed prastevildeli S ............... ... 1 tocka
Dokaz, da v peterici nastopata kveéjemu dve razli¢ni prastevili ........................ 2 tocki
Zapis resitve (p,p,p,p,p) zavsako prastevilop ... 1 tocka
Pravilna obravnava vsaj enega izmed preostalih primerov glede na to, katera prastevila so med
sebojenaka ... ... 1 tocka

Pravilna obravnava vseh primerov, ko v peterici nastopata natanko dve razli¢ni prastevili .. 1
tocka

Jasno zapisana reSitev (2,2,2,3,3) ... 1 tocka
B3. Na vsak kvadratek karirastega papirja zapisimo Stevilo 1, po vsakem prepogibu papirja
pa sesStejmo Stevila v posameznem kvadratku in vsoto zapiSimo v ta kvadratek. Tedaj nam
zapisana Stevila na vsakem koraku povejo, koliko slojev papirja je v posameznem kvadratku.
Na koncu tako dobimo enak zapis kot Timote;j.

(a) Primer prepogibanja papirja, pri katerem bi Timotej dobil zapis A, je prikazan nasliki.

11111 ]1]1|1 212(2|2 2214

11111 (1]1]1 212(2|2 2214

11111 |1]1|1 212]2|2 2124

11111 |1]1|1 212(2|2 2|24 41418
11111 |1]1|1 212(2|2 2214 41418
11111 (1]1]1 212(2|2 2|24 41418 81816
111111 |1]1]1 212]2|2 2|24 2|24 6612
11111 |1]1]1 212]2|2 2|24 2|24 2(2]4

N A %

Omeniti velja, da to ni edino moZno prepogibanje, pri katerem dobimo zapis A.
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(b) Opazimo, da se vsota vseh zapisanih Stevil pri prepogibu papirja ne spremeni, zato je na
vseh korakih enaka. Ker je vsota stevil na zacetku enaka 64, mora biti tudi vsota Stevil na
koncu enaka 64. Toda pri zapisu B je vsota vseh Stevilenaka 3-12 +2-8+3-6 +1-2 =72,
zato tega zapisa Timotej ni mogel dobiti.

(c) Na zacetku je vsota Stevil v vsaki vrsti oz. stolpcu enaka 8, torej je deljiva z 8. Pri vsakem
prepogibu papirja se vsota vrstice oz. stolpca bodisi ohrani ali pa se poveca za vsoto neke
druge vrstice oz. stolpca. Torej je tudi po vsakem prepogibu papirja vsota vsake vrstice oz.
stolpca deljiva z 8. Toda pri zapisu C'je vsota tretje vrstice enaka 6 + 8 +4 = 18 in ni deljiva
z 8, zato tega zapisa Timotej ni mogel dobiti.

2. nacin. Tocki (b) in (c) lahko dokaZemo tudi drugace. Na vrhu in ob levi strani karirastega
papirja dodamo karirasta trakova velikosti 1 x 8, ki ju prepogibamo hkrati z listom papirja
(kot da bi bila prilepljena nanj). V vsak njun kvadratek na zacetku zapiSimo Stevilo 1, nato pa
podobno kot na listu papirja po vsakem prepogibu sestejmo Stevila v posameznem kvadratku.
Opazimo, da na vsakem koraku velja naslednja lastnost: Stevilo v posameznem kvadratku
karirastega lista je enako produktu Stevila v isti vrstici na levem traku in Stevila v istem stolpcu
na zgornjem traku. Na zacetku je to ocitno res, sajje 1 = 1 - 1, ob vsakem prepogibu papirja pa
se ta lastnost ohrani, kot je razvidno s slike.

| | | |

T +y xz + Yz

E

Torej lahko na koncu Timotej dobi le zapise, ki so oblike

ar|ay|az

bz |by | bz
cr|cy|cz

Opazimo, da za 4 kvadratke v zgornjem levem vogalu velja ax - by = ay - bxz. Od tod sledi, da
Timotej ni mogel dobiti niti zapisa B niti zapisa C, saj pri zapisu B velja 12 - 6 # 12 - 12 in pri
zapisu C velja 12 -8 # 6 - 6.

Podano pravilno prepogibanje za zapis A ............. ... . 2 tocki
Poljubna pravilna utemeljitev, da zapisa B ni moznodobiti ......................... ... 2 tocki
Poiskana lastnost, ki se pri prepogibanju ohranja, vendar je zapis C nima ............. 1 tocka
Dokaz, da se ta lastnost pri prepogibanju res ohranja .......................... ... ... 1 tocka
Dokaz, da zapisa C' ne moremo dobiti ............... ... 1 tocka
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Resitve nalog za 4. letnik

(A1]|A2]A3)
|B|D|B]

Al. Za izpis datuma 11/11, potrebuje Marta 4 ploscice s stevko 1. Za izpis datuma 22/12,
potrebuje 3 ploscice s Stevko 2, hkrati pa noben datum ne vsebuje 4 Stevk 2. Vse preostale
Stevke, vklju¢no s stevko 0, nastopijo v kateremkoli datumu najvec 2-krat, enkrat v dnevu in
enkrat v mesecu. Za vsako izmed Stevk 0, 3,4,5,6,7, 8 in 9 zato Marta potrebuje 2 plos¢ici s to
Stevko. Za izpis datuma vsak dan v letu torej Marta potrebuje vsaj 4 + 3 + 8 - 2 = 23 magnetnih
ploscic.

A2,

B

N &= =~
P
© €= o
i P
© = o =) w
L

vvvvv

od tocke R do tocke T so tedaj R145697", R14589T in R14789T. Verjetnosti, da Ana izbere

. . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 .
posamezno od teh poti so po vrsti enake 3'3'3°'3=31/5°3°'3 =135 5= Verjetnost,

da Ana zapusti center mesta v tocki 7' je zato enaka o; + & +

A3. 1z podatkov razberemo pagr : ppecr =2:6 =1:3inpprr : pcpr =4 : 8 =12, torej je
PaBr = §ppcr in pppr = 3pepr. Od tod sledi pacp = pasr + pper + Pepr = 3pBorF + pepr,

po drugi strani pa je pacp = %E: % = 32. Podobno je ppor = pser + pepr + pper =
prcr + Spepr in hkrati ppep = EEHE = 612 — 36, Torej velja
4
3PBCF + pepr = 32,
3
pBcr + =pcpr = 36.

2

Iz obeh enakosti izra¢unamo ppcr = 12 in pcpr = 16, torej je plos¢ina Stirikotanika BCDF
enaka pgor + pcpr = 12 4+ 16 = 28 kvadratnih centimetrov.

B1. Oba izraza na levi strani enacb sta geometrijski vrsti s kvocientom sin? z. Ce je sinz = +1,
vrsti divergirata, zato nimamo reSitev. Ce je sinz # +1, tedajje 0 < sin?x < 1, zato obe vrsti
konvergirata in ju lahko sestejemo, da dobimo

1 8 — 32

- @@ - +—7

1 —sin’z Y 6
sinx .y |+3\/§—4

1—sin2x_y 6 ’

Obravnavajmo dva primera.

(© 2024 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli
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Denimo najprej, da je y > 0. Tedaj je |y| = y. Enacbi odstejemo, da se y pokrajsa, in dobimo

1 —sinzx _12—6\/§

1 —sin’z 6

2

Kerjel —sin“z = (1 —sinz)(1 4+ sinx) in 1 — sinz # 0, lahko ena¢bo poenostavimo do

;:2_\/5

1+sinzx
in od tod izrazimo

1 :2+\/§ V2

—1 —1=XZ
2 —

2 2
Resitve te enacbe so © = I + 2km in z = 2% + 2k, Kjer je k € Z. Iz prve enalbe sistema izrazimo

sinx =

&

Se
1 8-3v2 _ 1 8-3v2 , (4 V2 _2+\/§
YT1Tsns T 6 1-1 6 - \3 2 ) 3772
kar je res nenegativno Stevilo.
Denimo sedaj, daje y < 0. Tedaj je |y| = —y, zato enacbi sistema sestejemo, da dobimo
14sinz 4

1 —sinz 6

S podobnim razmislekom kot v prvem primeru enacbo poenostavimo do

12
1 —sinz 3
in nato izrazimo sinz = —3. Toda v tem primeru iz prve enacbe sistema dobimo
1 8—3v2 1 8-3V2 4 (4 2\ 2
YT Tsinte 6  1-1 6 3 \3 2) 27

kar je pozitivno Stevilo. Dobili smo protislovje s predpostavko, da je y < 0, zato v tem primeru
nimamo reSitev.

Resitve naloge so torej pari (z,y), kjerjey = 2+ 2 inz € {T+2km; k € ZYU{3E +-2km; k €

7}.

Zapis pogoja za konvergenco geom. vrstesina # £1 ... 1 tocka
Izracunani vsoti obeh geom. vrst ........ ... ... 1 tocka
V obravnavi primera y > ( izra¢unana vrednost izraza m =2—V2 . 1 tocka
Zapis resitev y > 0in (z = § + 2km aliz = 27 + 2k, Kjerje k € Z)iny = 2 + 2 ....... 1 tocka
V obravnavi primera y < 0 izra¢unana vrednost l_slim = % ............................ 1 tocka
Argument, dareSitevzay < Oni........ ... 1 tocka
Zapis koncnih reSitev ... ... 1 tocka.

B2. Najbo S = p; + p2 + p3 + ps + ps. Pogoj naloge pove, da p,, deli S — p, za vsak n < 5. To
pomeni, da p, deli tudi S za vsak n < 5. Torej je S deljiv s produktom vseh razli¢nih prastevil
pn. Lo¢imo primere, glede na to, koliko razli¢nih prastevil je med p1, p2, ps, pa, ps.

1. Ceje vseh 5 prastevil p;, pa, ps, ps, ps enakih p, potem je pogoj iz naloge otitno izpolnjen, saj
p deli 4p.
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2. Ce sta med prastevili py, pa, p3, pa, ps natanko 2 razli¢ni prastevili p in g, kjer je p < ¢, potem
pq deli S. Ker so prastevila urejena, imamo naslednje 4 moZnosti. Ce je (p1,D2,P3, D4, D5) =
(p,4,4,q,q), tedaj pg deli S = p + 4¢. Od tod sledi, da ¢ deli p, kar pa ni mogoce, saj sta
prastevili p in ¢ razli¢ni. Ce je (p1,Dp2,p3,P4,05) = (DD, q, ¢, q), tedaj pg deli S = 2p + 3¢. Ker
sta prastevili p in ¢ razli¢ni od tod sledi, da p deli 3 in ¢ deli 2. Torejje p = 3in ¢ = 2, kar
pa je v protislovju s predpostavko p < g. Ce je (p1,Dp2,p3, P4, 05) = (P, P, D, ¢, q), tedaj pq deli
S = 3p + 2q. Podobno kot prej, od tod sledi, da p deli 2 in ¢ deli 3, zatojep = 2in ¢ = 3.
Tako dobimo resitev (py, p2, ps, ps, p5) = (2,2, 2,3, 3), ki res ustreza pogoju naloge. Ce paje
(p1, P2, 03, P1,05) = (P, 0, P, D, q), tedaj pg deli S = 4p + g. Od tod sklepamo, da p deli ¢, kar
pa ni mogoce, ker sta prastevili p in ¢ razli¢ni.

3. Ce so med prastevili pi, p2, p3, ps, ps vsaj 3 razli¢na prastevila, ozna¢imo najvedja 3 izmed
njih s p, ¢in r, kjer je p < ¢ < r. Tedaj pgr deli S, zato je pgr < S < 5r. Todap > 2inq > 3,
zato je pgr > 6r, kar nam da protislovje 6r < 5r. V tem primeru zato ni reSitev.

Vse resitve naloge so torej (p1, p2,ps.pa,p5) = (p,p,p,p,p), Kjer je p poljubno prastevilo, in
(p1,p2,p3,p4,p5) = (2’ 2,2,3, 3)

2. na¢in. Enako kot v prvi resitvi sklepamo, da vsaka peterica enakih prastevil ustreza pogoju
naloge. Sedaj predpostavimo, da niso vsa prastevila enaka. 1z pogoja o velikostih tako dobimo
p1 < ps intorej pi +pa+ps+ps < 4ps. Ker pa p; deli to vsoto, je ta vsota lahko samo ps, 2ps ali 3ps.
Tako dobimo p; + ps + ps + psa < 3ps. Tako kot v prvi resitvi oznac¢imo S = p; + ps + ps + pa + ps.
Vidimo, da je p; < S < 4ps. Ker pa ps deli vsoto ostalih Stirih prastevil, to pomeni, da p; deli
tudi S, zato lahko S zavzame samo vrednosti 2p;, 3ps in 4ps. Ker mora tudi p; deliti S, je torej p;
lahko samo 2 ali 3. Opazimo tudi, da sta v vseh primerih p; in p; pravzaprav edini prastevili,
ki delita S. Tako lahko sklepamo, da je vsako izmed prastevil p,, ps in ps enako ali p; ali ps,
saj tudi ta delijo S. Sedaj lo¢imo primere glede na vrednost p;, nato pa 3e glede na to, koliko
prastevil je enakih p; in koliko je enakih ps.

1. Velja p; = 2.

(a) Ce jep1 =2 < ps=ps=ps=DpsjeS =2+ 4ps. Tako sledi, da ps deli 2, kar ni mogoce,
sajje 2 = p1 < ps.

(b) Ce jept =p2 =2 < p3s =py =psjeS =4+ 3p;. Dobimo, da ps deli 4, kar je znova
protislovije, saj je p; prastevilo in 2 = p; < ps.

(c) Ce jep1 =p2 =ps =2 < ps=ps,jeS = 6+2ps, torej p; deli 6. Ker je prastevilo p; > 2, je
edina moznost kar p; = 3. Preizkus pokaze, da peterica (p1, p2, ps, ps, p5) = (2,2, 2,3, 3)
res zadosc¢a pogoju naloge.

(d) Ce jep1 =p2 =p3 =ps =2 <psjeS =8+ ps, torej p; deli 8. Ker je p; prastevilo, mora
tako biti enako 2, kar pa ni mogoce zaradi neenakosti 2 = p; < ps.

2. Veljap; = 3.
(a) Ce jepr =3 < p2 =Dp3 =py = ps, je S = 3+ 4ps. Tako sledi, da ps deli 3, kar je
protislovje, sajje 3 = p; < ps.

(b) Ce jept =p2 =3 < p3 =Dps = ps, je S =6+ 3ps, torej p; deli 6. Ker je p; prastevilo,
sta edini moZnosti tako p; = 2 in p5 = 3. Nobena izmed teh pa ni mogoca, saj velja
3 =p1 < ps.

(c) Ce jepi =p2 =ps =3 < ps=DpsjeS =9+ 2ps zato p; deli 9. Ker je p; prastevilo, je
enako 3, hkrati pa velja 3 = p; < ps, kar ni mogoce.
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(d) Ce jep1 =p2 =ps =ps =3 <ps jeS =12+p;, torej p; deli 12. Podobno kot v prejsnjih
primerih smo prisli do protislovija, saj je ps prastevilo, torej je lahko enako samo 2 ali 3,
hkrati pa velja 3 = p; < ps.

S tem smo ugotovili, daje (p1, p2, p3, pa. p5) = (2,2, 2, 3, 3) edina resitev, v kateri niso vsa prastevila
v peterici enaka. To pomeni, da so edine re$itve ravno (pi, pa,ps,pa,05) = (2,2,2,3,3) in

(p17p27p37p47p5) = <p7p7p7p7p> Za pOl]UbnO praéteVﬂO D-

Utemeljitev, da vsako izmed prastevildeli S ... 1 tocka
Dokaz, da v peterici nastopata kveéjemu dve razli¢ni prastevili ........................ 2 tocki
Zapis resitve (p,p,p,p,p) za vsako prastevilop ........... .. 1 tocka
Pravilna obravnava vsaj enega izmed preostalih primerov glede na to, katera prastevila so med
sebojenaka ..... ... 1 tocka

Pravilna obravnava vseh primerov, ko v peterici nastopata natanko dve razli¢ni prastevili .. 1
tocka

Jasno zapisana resitev (2,2,2,3,3) ... 1 tocka
B3. Na vsak kvadratek karirastega papirja zapisimo Stevilo 1, po vsakem prepogibu papirja
pa seStejmo Stevila v posameznem kvadratku in vsoto zapiSimo v ta kvadratek. Tedaj nam
zapisana Stevila na vsakem koraku povejo, koliko slojev papirja je v posameznem kvadratku.
Na koncu tako dobimo enak zapis kot Timotej.

(a) Primer prepogibanja papirja, pri katerem bi Timotej dobil zapis A, je prikazan nasliki.
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Omeniti velja, da to ni edino mozno prepogibanje, pri katerem dobimo zapis A.

(b) Opazimo, da se vsota vseh zapisanih Stevil pri prepogibu papirja ne spremeni, zato je na
vseh korakih enaka. Ker je vsota Stevil na zac¢etku enaka 64, mora biti tudi vsota Stevil na
koncu enaka 64. Toda pri zapisu B je vsota vseh Stevilenaka 3-12+2-8+3-6+1-2 =172,
zato tega zapisa Timotej ni mogel dobiti.

(c) Na zacetku je vsota stevil v vsaki vrsti oz. stolpcu enaka 8, torej je deljiva z 8. Pri vsakem
prepogibu papirja se vsota vrstice oz. stolpca bodisi ohrani ali pa se poveca za vsoto neke
druge vrstice oz. stolpca. Torej je tudi po vsakem prepogibu papirja vsota vsake vrstice oz.
stolpca deljiva z 8. Toda pri zapisu C je vsota tretje vrstice enaka 6 + 8 44 = 18 in ni deljiva
z 8, zato tega zapisa Timotej ni mogel dobiti.

2. nacin. Tocki (b) in (c) lahko dokaZemo tudi drugace. Na vrhu in ob levi strani karirastega
papirja dodamo karirasta trakova velikosti 1 x 8, ki ju prepogibamo hkrati z listom papirja
(kot da bi bila prilepljena nanj). V vsak njun kvadratek na zacetku zapiSimo Stevilo 1, nato pa
podobno kot na listu papirja po vsakem prepogibu sestejmo Stevila v posameznem kvadratku.
Opazimo, da na vsakem koraku velja naslednja lastnost: Stevilo v posameznem kvadratku
karirastega lista je enako produktu Stevila v isti vrstici na levem traku in Stevila v istem stolpcu
na zgornjem traku. Na zacetku je to ocitno res, sajje 1 = 1 - 1, ob vsakem prepogibu papirja pa
se ta lastnost ohrani, kot je razvidno s slike.
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I r+y Tz + Yz

z

v

Torej lahko na koncu Timotej dobi le zapise, ki so oblike

ax|ay|az

bz |by | bz
cx|cy|lez

Opazimo, da za 4 kvadratke v zgornjem levem vogalu velja az - by = ay - bx. Od tod sledi, da
Timotej ni mogel dobiti niti zapisa B niti zapisa C, saj pri zapisu B velja 12 - 6 # 12 - 12 in pri
zapisu C' velja 12 -8 # 6 - 6.

Podano pravilno prepogibanje za zapis A ......... ... . . i 2 tocki
Poljubna pravilna utemeljitev, da zapisa B ni moznodobiti ............................ 2 tocki
Poiskana lastnost, ki se pri prepogibanju ohranja, vendar je zapis C nima ............. 1 tocka
Dokaz, da se ta lastnost pri prepogibanju res ohranja .............................. ... 1 tocka
Dokaz, da zapisa C' ne moremodobiti ................. ... ... 1 tocka



