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69. matemati¢no tekmovanje
d MFA Sredn]eS()lceV Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro

DrZzavno tekmovanje, 14. maj 2025

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v preglednico na tem listu, resitve nalog sklopa B pa
na liste za reSevanje. Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgo-
vore, zapisane v preglednico.

[A1] A2 | A3)

1. Figura na sliki je sestavljena iz 5 paroma dotikajo-
¢ih se polkrogov razli¢nih velikosti. Premeri polkro-

gov tvorijo daljico dolZine 10 (glej sliko). Koliko je ob-

seg celotne figure? 10
(A) 5m (B) 107 (C) 10 + 57 (D) 10 + 107
(E) Obseg figure je odvisen of premerov polkrogov.
2. Koliko je ostanek pri deljenju Stevila 33 . . . 3 s Stevilom 12?
2025
(A)1 (B) 2 (©3 (D) 4 (E)9

3. Na velikem ribniku so se zbrale ptice, 3 teh ptic je labodov, preostale pa so race. Kar 70%
vseh ptic na ribniku, vklju¢no z vsemi labodi, je belih. Koliko procentov rac na tem ribniku je
belih?

(A) 45 (B) 55 (C) 60 (D) 65 (E) 662
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Prilepi nalepko s Sifro

Naloge za 1. letnik

B1. Poisci vsa realna Stevila z, ki zadoScajo enacbi

(22 + 72 + 6)® — (22 + 32 +2)* = (2 + 4o + 4)(1172% + 128z + 52).






Prilepi nalepko s Sifro

Naloge za 1. letnik

B2. Dana je mnozica A = {a € Z | —20 < a < 20}. Denimo, da je n naravno Stevilo in da so

Ay, Ay, ..., A, disjunkine mnoZice, katerih unija je enaka A in za katere velja |A4;| € A; za vse
i=1,2,...,n. Pritem |A;| oznacuje Stevilo elementov mnoZice A;. Dolo¢i najmanjsi in najvedji

mozen n.






Naloge za 1. letnik

Prilepi nalepko s Sifro

B3. Izbrati Zelimo mnoZico k prastevil, ozna¢imo jo s P, in mnoZico n zaporednih naravnih
Stevil, ozna¢imo jo z NV, tako da je vsako $tevilo a € N deljivo z vsaj enim prastevilom p € P.

(a) Dolo¢i najvedji moZen n, ¢eje k = 3.

(b) Doloc¢i najmanjsi moZen k, ¢e je n = 13.




69. matemati¢no tekmovanje
d MFA Sredn]eS()lceV Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro

DrZzavno tekmovanje, 14. maj 2025

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v preglednico na tem listu, resitve nalog sklopa B pa
na liste za reSevanje. Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgo-
vore, zapisane v preglednico.

[A1] A2 | A3)

| |

1. Slika prikazuje dve kroZnici s sredis¢em v O. Daljica BC' je premer
vecje kroZnice. Tetiva AB vedje kroZnice se dotika manjSe kroZnice in velja
4 BAO = 45°. Koliko je razmerje med plos¢ino sivega obmogja in ploscino
¢rnega obmogja?

(A) 3 B)1-2 (O (D) £ (E) 2

2. Mateja je imela 2 enako visoki sveci, ki gorita enakomerno, a z razli¢cnima hitrostma. Rdeca
sveca pogori v 4 urah, modra sveca pa v 5 urah. Mateja je obe sveci prizgala isto¢asno. Koliko
ur morata sveci goreti, da bo visina ene od sve¢ enaka 3-kratniku viSine druge svece?

(A) 3 (B) 2 (C) 3 (D) 22 (E) 2

3. Na otoku zivi 100 ljudi, nekateri med njimi so resnicoljubi in vedno govorijo resnico, ostali
so laZnivci in vedno laZejo. Vsak prebivalec otoka ima rad le en letni ¢as. Nekega dne je turist
vsakega prebivalca otoka vprasal 4 vpraSanja:

(1) "Ali imas rad zimo?"

)
(2) "Ali imas rad pomald?"
(3) "Ali imas rad poletje?"
(4) "Aliimas rad jesen?"

Na prvo vprasanje je pritrdilno odgovorilo 25 prebivalcev otoka, na drugo 25, na tretje 45 in na
Cetrto 45 prebivalcev otoka. Koliko laznivcev Zivi na tem otoku?

(A) 10 (B) 12 (C) 20 (D) 25 (E) 45
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Naloge za 2. letnik

B1. Poisci vsa realna Stevila z, ki zadoScajo neenacbi

3V1+r+2V1—x <5,

Prilepi nalepko s Sifro







Prilepi nalepko s Sifro

Naloge za 2. letnik

B2. Dana je mnozica A = {a € Z | —20 < a < 20}. Denimo, da je n naravno Stevilo in da so

Ay, Ay, ..., A, disjunkine mnoZice, katerih unija je enaka A in za katere velja |A4;| € A; za vse
i=1,2,...,n. Pritem |A;| oznacuje Stevilo elementov mnoZice A;. Dolo¢i najmanjsi in najvedji

mozen n.






Naloge za 2. letnik

Prilepi nalepko s Sifro

B3. Izbrati Zelimo mnoZico k prastevil, ozna¢imo jo s P, in mnoZico n zaporednih naravnih
Stevil, ozna¢imo jo z NV, tako da je vsako $tevilo a € N deljivo z vsaj enim prastevilom p € P.

(a) Dolo¢i najvedji moZen n, ¢eje k = 3.

(b) Doloc¢i najmanjsi moZen k, ¢e je n = 13.




69. matemati¢no tekmovanje
d MFA Sredn]eS()lceV Slovenl]e Prilepi nalepko s Sifro

DrZzavno tekmovanje, 14. maj 2025

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v preglednico na tem listu, resitve nalog sklopa B pa
na liste za reSevanje. Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgo-
vore, zapisane v preglednico.

[A1] A2 | A3)

| |

1. Na sliki je prikazanih 8 tock, ki lezijo hkrati na kroZnici in na stranicah
kvadrata. Poleg tega so te tocke oglis¢a pravilnega 8-kotnika z dolZino / \
stranice 1. Koliko je skupna plos¢ina vseh osencenih obmocij na sliki?

1

(A)v2-1 (B)} ()1 (D) 2 (B)v2+1 \ /

2. Gost v restavraciji Pe¢enka dobi brezpla¢no sladico, ¢e mu ne servirajo
kosila v roku 25 minut od njegovega naroc¢ila. Na vsaki mizi v restavraciji
je peScena ura, katere zgornja in spodnja polovica sta skladna stoZca. Ves
pesek je v spodnji polovici in spodnja polovica je polna peska. Pesek se
iz enega v drugi stoZec ure pretaka natanko 25 minut. Ko je Kevin naro-
¢il kosilo, je natakar obrnil njegovo pesceno uro, tako da je bil ves pesek v
zgornjem stoZcu ure. Ko je Kevin ¢ez nekaj ¢asa pogledal uro, je opazil, da je
viSina peska v zgornjem stoZcu enaka visini peska v spodnjem stoZcu (glej
sliko). Koliko ¢asa bi moral Kevin Se ¢akati na kosilo, da bi dobil brezpla¢no
sladico?

(A) Manj kot 3 minute. (B) Med 3 in 4 minute. (C) Med 4 in 5 minut.
(D) Med 5 in 6 minut. (E) Vet kot 6 minut.

3. Naravni dvotirni Zelezniski progi vozita vlaka A in B v nasprotnih smereh z enakomernima
hitrostma. Ko se vlaka srecata, potnik na vlaku A skozi okno vidi vlak B natanko 12 sekund,
medtem kot potnik na vlaku B skozi okno vidi vlak A le 4 sekunde. Vlak B je dolg 300 m.
V nekem trenutku sta zadnja konca vlakov poravnana v isti tocki na progi. Koliko metrov bo
razdalja med sprednjima koncema obeh vlakov ¢ez 1 minuto po tem trenutku?

(A) 1500 (B) 1600 (C) 1650 (D) 1800 (E) 1900

(© 2025 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli






Naloge za 3. letnik

Prilepi nalepko s Sifro

B1. Najbodo a,b, ¢, z,y in z pozitivna realna Stevila, za katera velja
log,as © = 2, logye2y =3 in log /zc 2 = 12.

Dokazi, da je tedaj vrednost izraza log,,.(zyz) naravno $tevilo.







Prilepi nalepko s Sifro

Naloge za 3. letnik

B2. Dana je mnozica A = {a € Z | —20 < a < 20}. Denimo, da je n naravno Stevilo in da so

Ay, Ay, ..., A, disjunkine mnoZice, katerih unija je enaka A in za katere velja |A4;| € A; za vse
i=1,2,...,n. Pritem |A;| oznacuje Stevilo elementov mnoZice A;. Dolo¢i najmanjsi in najvedji

mozen n.






Naloge za 3. letnik

Prilepi nalepko s Sifro

B3. Izbrati Zelimo mnoZico k prastevil, ozna¢imo jo s P, in mnoZico n zaporednih naravnih
Stevil, ozna¢imo jo z NV, tako da je vsako $tevilo a € N deljivo z vsaj enim prastevilom p € P.

(a) Dolo¢i najvedji moZen n, ¢eje k = 3.

(b) Doloc¢i najmanjsi moZen k, ¢e je n = 13.




69. matemati¢no tekmovanje
d M FA Sredn]eS()lceV Slovem]e Prilepi nalepko s Sifro

DrZzavno tekmovanje, 14. maj 2025

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 180 minut. Vsaka naloga sklopa A ima natanko en pravilen odgovor. V sklopu
A bomo pravilni odgovor ovrednotili z dvema tockama, za nepravilni odgovor pa bomo eno
tocko odsteli. Odgovore sklopa A vpisi v preglednico na tem listu, resitve nalog sklopa B pa
na liste za reSevanje. Komisija bo pri vrednotenju odgovorov sklopa A upostevala samo odgo-
vore, zapisane v preglednico.

[A1] A2 | A3)

| |

1. Kristina je v vsakem ogliS¢u kvadrata z dolZino stranice 2 odrezala
manjsi kvadrat z dolZino stranice x, da je dobila lik v obliki znaka +
(glej sliko). Ugotovila je, da lahko ploscino dobljenega lika izrazi kot
funkcijo f odvisno od x. Katera od spodnjih slik prikazuje graf funkcije

f?

1) Sx) fx) | |
4 4 4 I 2 I
@ T e T T o T
fx) Sx)
4 4
D) o® b

2. Jure ima 3 razli¢ne Zoge in omaro z 9 prekati (glej sliko). Zoge
Zeli pospraviti v omaro, vsako Zogo v svoj prekat, tako da bodo
vse 3 Zoge na razli¢nih viSinah v omari. Na koliko razli¢nih naci-
nov lahko to stori? ®

(A) 27 (B) 54 (C) 81 (D) 162 (E) 486 f @@

3. Na matemati¢cnem tekmovanju s 30 nalogami so tekmovali 3 ucenci. Ucitelj je ugotovil, da
je vsak ucenec pravilno resil natanko 17 nalog, vsako izmed 30 nalog pa je pravilno resil vsaj 1
ucenec. Ucitelj je nalogo proglasil za lahko, ¢e so jo pravilno resili vsi 3 ucenci, in za tezko, ¢e
jo je pravilno resil le 1 uc¢enec. Koliko je razlika med Stevilom tezkih in Stevilom lahkih nalog
na tem tekmovanju?

(A) 2 (B) 3 (C) 4 (D) 6 (E) 9
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Naloge za 4. letnik

B1. Dan je funkcijski predpis f(z) = V& + v22 — 1+ /z — 2z — 1.

Prilepi nalepko s Sifro

(a) Dolo¢i mnozico D vseh realnih $tevil x, za katera je predpis f(z) dobro definiran.

(b) Poisci vsa realna stevila z, ki zados¢ajo enacbi f(z) = /10.

(c) Narisi graf funkcije f: D — R.







Prilepi nalepko s Sifro

Naloge za 4. letnik

B2. Dana je mnozica A = {a € Z | —20 < a < 20}. Denimo, da je n naravno Stevilo in da so

Ay, Ay, ..., A, disjunkine mnoZice, katerih unija je enaka A in za katere velja |A4;| € A; za vse
i=1,2,...,n. Pritem |A;| oznacuje Stevilo elementov mnoZice A;. Dolo¢i najmanjsi in najvedji

mozen n.






Naloge za 4. letnik

Prilepi nalepko s Sifro

B3. Izbrati Zelimo mnoZico k prastevil, ozna¢imo jo s P, in mnoZico n zaporednih naravnih
Stevil, ozna¢imo jo z NV, tako da je vsako $tevilo a € N deljivo z vsaj enim prastevilom p € P.

(a) Dolo¢i najvedji moZen n, ¢eje k = 3.

(b) Doloc¢i najmanjsi moZen k, ¢e je n = 13.




69. matematicno tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Drzavno tekmovanje, 14. maj 2025

Resitve nalog za 1. letnik

(A1[A2]A3)
(ClE|B]

A1l. Oznacimo polmere polkrogov od leve proti desni z ry,7,...,75. Ker je vsota premerov
polkrogov enaka 10, je vsota njihovih polmerov enaka r; + 75 + r3 + 74 + r5 = 5. DolZina
polkroZnice z radijem r je enaka 7r, torej je obseg figure enak 10 + 77y +7ry + 713 + wry + 75 =
10+7T(7’1+7“2+7"3+7’4—|—T5) =10 4+ 5m.

A2. Stevilo 33...3 zapisemo kot 33...300 4 33. Stevilo 33...300 je deljivo s 3, ker je vsota
S—— —— S——

2025 2023 2023
njegovih Stevk deljiva s 3. Hkrati je deljivo tudi s 4, ker je deljivo s 100. Torej je deljivo tudi z 12.

Iskani ostanek je torej enak ostanku pri deljenju Stevila 33 z 12, ki je enak 9, sajje 33 = 2-12+9.

A3. 2 ptic na ribniku je rac. Hkrati je £ ptic na ribniku ¢rnih in vse te ptice so race. Torej je

delez rac, ki so &rne enak 5 : 2 = &, deleZ rac, ki so bele paje 1 — & = & = . Torej je 55%

i) ) 3~ 20/ 20 — 20 — 100°
rac na ribniku belih.

B1. Izraze v prvih treh oklepajih razcepimo

(22 +3)(x+2))" = ((z+ 1)(x +2))° = (z +2)*(1172% + 128z + 52)
in na levi strani enacbe izpostavimo skupni faktor
(z+2)°((2z 4+ 3)* = (x +1)?) = (x + 2)*(1172” + 128z + 52).

Ena resitev enacbe je v = —2. V nadaljevanju lahko predpostavimo, da je z # —2, in enacbo
okraj$amo z (z + 2)?, da dobimo

(z +2)((2z +3)° — (x +1)*) = 1172* + 128z + 52.
Levo stran enac¢be poenostavimo

(z+2)((2z +3)° — (z+1)%)

= (24 2)((82” + 362”4 54z + 27) — (z° + 32 + 3z + 1))
= (z + 2)(72* + 332° + 51z + 26)

= 7o' + 332° + 512% + 262 + 142° + 662° + 102z + 52

= 7o + 472 + 1172* + 1287 + 52.

Ko to upostevamo v enacbi, lahko enacbo poenostavimo do
Tt + 472 = 0.

Levo stran razcepimo
(Tx +47)2° =0

in razberemo reSitviz = 0in x = —4—77. Dana enacba ima torej 3 razli¢ne reSitve, to so x = -2,

x:Oinx:—g.
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Resitve nalog za 1. letnik

2. nacin. Levo stran enacbe razcepimo kot razliko kubov in jo poenostavimo

(222 + 71 +6)° — (2* + 31 + 2)°
= ((22% 4+ Tz + 6) — (¢ + 3z + 2))
(227 4 Tz +6)* + (22 + Tw 4 6)(2* 4 3z + 2) + (2 + 32 + 2)?)
= (¢° + 4z + 4)((4z* + 492% + 36 + 282° + 242> 4 84x)
+ (22" + 62° + 422 + 72 + 2122 + 14z + 62% + 18z + 12)
+ (z* + 92° + 4 + 62° + 4a® + 122))
= (2% +da + 4) (72" + 472° + 1172° + 1282 + 52).

Rezultat upostevamo v enacbi in enacbo preoblikujemo do
(2% + 4o + 4)(T2* + 472° + 1172 + 1282 + 52) — (2 + 4o + 4)(1172* + 1287 + 52) = 0.
Na levi strani izpostavimo skupni faktor
(2% 4 4o 4+ 4)(Tx* +4723) = 0

in levo stran razcepimo
(z +2)%2°(Tw +47) = 0.

Od tod razberemo reSitve x = -2,z = 0inz = —%.

3. nacin. Odpravimo vse oklepaje v enacbi in enac¢bo poenostavimo do
2% + 752° + 2162" + 1882° = 0.

Levo stran enacbe razcepimo
23 (x4 2)*(Tz +47) = 0

in razberemo reitve 2 = 0,z = —2inz = — .
Tockovnik (1. nac¢in):

Eden od razcepov (z +2)(2z+3)in (x +2)(x+ 1) .oooviniiiiiiii 1 tocka
Zapisa (2 +2)3(22 + 32 In (2 +2)3 (2 + 1) oo 1 tocka
Razeep 22 + 42 +4 = (T4 2) oo ittt 1 tocka
Zapis (z + 2)* ((2z + 3 — (x4+1)% — (11722 4 128z + 52)) ali pravilno krajSanje (z + 2)? z za-
pisom, dajex = —2reSitevenacbe .......... ... . i 1 tocka
Dobljena enacba (@ + 2)%(Ta* +472%) =0 oo ottt 1 tocka
Dobljena enacba (@ + 2)22% (T2 4+ 47) =0 o e ottt 1 tocka
Reditve £ = 0, £ = — 21N & = — 40 1 to¢ka

Toclkovnik (2. naéin):

Ideja razlike kubov, ki je jasno zapisana .................cooiiiiiiiiiiiiiiiii 1 tocka
Dobljen izraz ((22°+7x+6) — (22 +32+2) (222 + T2 46)?+ (222 + 7246 (2? + 32+ 2) + (22 +32+2)?)
1 tocka

Pravilno poenostavljena oba oklepaja v prejsnji tocki ................. ... 1 tocka
Dobljena enacba (22 + 4z + 4) (72 +4723) =0 oot 2 tocki
Dobljena enacba (@ + 2)22% (T 4+ 47) =0 o e ettt 1 tocka
Resitvez =0,z = —2inx = —g ..................................................... 1 tocka

Tockovnik (3. naéin):



Resitve nalog za 1. letnik

Dobljena enatba 728 + 752° + 2162% + 18822 =0 . .oovviiiiiiiii e 2 tocki
Z jasnim postopkom dobljena enacba (x + 2)2z3 (72 +47) =0 oovvviiiiiniiin i, 4 tocke
ReSitve £ = 0, £ = — 20N & = — 40 1 to¢ka

B2. MnozZice
Ay ={20,-2,-3,—4,...,—20},

Ay =1{1,2,3,...,10},
Ay ={-1,0,11,12,13,...,19}

zadoscajo pogojem naloge, saj je |A;| = 20, |As| = 10 in |A3| = 11. Torej je n lahko enak 3.
MnozZice
A = {1}7

Ay = {2,-20},
Ay = {3,-19, 18},
Ay ={4,-17,-16, —15},
As = {5,—14,—13,—12, —11},
Ag = {6,—10, -9, -8, —7, —6},
A; ={7,-5,-4,-3,-2,—1,0},
As = {8,9,10,11,12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20}
prav tako zado$cajo pogojem naloge, saj je |A1| = 1, |As| = 2, |A3] = 3, |A4] = 4, |A5] = 5,
|Ag| = 6, |A7| = 7in | Ag| = 13. Torej je n lahko enako 8. 5
Dokazimo, da sta to najmanjsi in najve¢ji moZen n. MnoZica A ima 41 elementov. Ce bi
bil n < 2, bi morala vsaj ena od mnoZic, recimo A;, imeti vec¢ kot 20 elementov. Toda nobeno
Stevilo vecje od 20 ni element mnoZice A, zato tudi ni element mnoZice A,. MnoZica A, bi torej
krsila pogoj |A,| € Ay, kar je protislovje. Sledi, da je n > 3.
Denimo, da je n > 9. Ker je |A;|] € A;, je vsaka mnoZica A; neprazna. Ker so mnoZzice
Ay, Ay, ..., A, hkrati disjunktne, so |Ay], |Asf, ..., |A,| razli¢na naravna Stevila. Torej je

Al = |A1] + A2+ ...+ A > 14243+ ...+ 9 =45,

kar pa je protislovje, saj ima mnoZica A le 41 elementov. Torejje n < 8.

Primer mnozZic A; Za n = 3 .. oo 1 tocka
Primer mnoZic A; za n = 8 ..o 1 tocka
Ugotovitev, daje |A;| < 20zavsakindeks i ...............ooooiiiiiiiiiiiiin, 1 tocka
Dokaz spodnjemeje m > 3 ... 1 tocka
Utemeljitev, da imajo mnoZice razli¢na Stevila elementov ............................. 1 tocka
Dokaz zgornjemeje n <8 ... ... 2 tocki
B3.

(@) Najbo k = 3. Mnozici P = {2,3,5} in N = {2,3,4,5,6} ustrezata pogojem naloge, torej
je n lahko enak 5. Pokazimo, da je to najvec¢ji moZen n. Denimo, da je n > 6 in ozna¢imo
najmanjSe Stevilo v mnozici N z a. Tedaj mnoZica N vsebuje $tevila a,a + 1,a + 2,a +
3,a+4,a+ 5. Prastevilo 2 deli natako 3 izmed teh Stevil, prastevilo 3 deli natanko 2 izmed
teh Stevil, prastevilo 5 deli 1 ali 2 izmed teh Stevil, vsako prastevilo p > 5 pa deli najvec 1
izmed teh Stevil. Torej, ¢e 2 ¢ P, tedaj prastevila iz P delijo najve¢ 2 + 2 + 1 = 5 izmed
Stevil a,a + 1,a + 2,a + 3,a + 4,a + 5, kar je protislovje. Torejje 2 € P. Ce izmed &tevil
a,a+1,a+2,a+3,a+4,a+5 odstranimo tista, ki so deljiva z 2, nam ostanejo 3 zaporedna
liha Stevila. Od teh je kve¢jemu 1 deljivo s 3, kve¢jemu 1 deljivo s 5 in kve¢jemu 1 deljivo s
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prastevilom p > 5. Torej prastevila iz P delijo najve¢ 3+ 1+ 1 = 5 izmed Stevil a,a + 1,a +
2,a+ 3,a+ 4,a+ 5, kar je protislovje.

(b) Najbo n = 13. Hitro se prepri¢amo, da mnozici P = {2, 3,5,29,31} in N = {24,25,26,...,36}
ustrezata pogojem naloge, zato je k lahko enak 5. DokaZimo, da je to najmanjsi moZen k.
Denimo, da je k < 4. Prastevilo 2 deli najve¢ 7 stevil v V, prastevilo 3 deli najvec 5 tevil
v N, prastevilo 5 deli najvet 3 $tevila v \V, prastevilo 7 deli najve¢ 2 stevili v NV, prastevilo
11 deli najvet 2 tevili vV, vsako prastevilo p > 11 pa deli najvet 1 stevilov . Ce 2 ¢ P,
tedaj prastevila iz P delijo najve¢ 5+ 3 +2+2 = 12 $tevil iz N, saj je k < 4. To je protislovije,
zato mora biti 2 € P. Prestejmo, koliko lihih Stevil v NV je lahko deljivih s prastevili v P.
Mnozica N vsebuje najvec 7 lihih $tevil, ki so avtomati¢no zaporedna liha $tevila. Najve¢ 3
izmed njih so deljiva s 3, najvec 2 sta deljivi s 5 in najve¢ 1 je deljivo s poljubnim prastevilom
p > 5. Kerje 2 € Pin k < 4, mnozica P vsebuje najvec¢ 3 liha prastevila. Torej je najvec
3+ 2+ 1 = 6 lihih $tevil v AV deljivih s prastevili iz P. Skupaj je torej najvec 7+ 6 = 13 Stevil
iz N deljivih s prastevili iz P. To pomeni, da mora mnozica N vsebovati 7 sodih $tevil in 3
liha Stevila deljiva s 3. To pa ni mogoce, saj ¢e N vsebuje 7 sodih $tevil, vsebuje natanko 6
zaporednih lihih Stevil, med temi pa sta natanko 2 deljivi s 3. Dobili smo protislovje, torej
je k vsaj 5.

Primermnozic Pin N zak =3Inn=>5 ... ..ot 1 tocka
Doloc¢eno najvecje mozno $tevilo elementov mnozice N, ki so deljivi z nekim prastevilom p .1
tocka

Dokaz neenakosti 71 < 5 ..o 1 tocka
Primer mnoZic Pin N zan =131k =05 ..o.ooiiii e 1 tocka
Dokaz, daje 2 element mnoZice P v primerun =13 ......... .. ..ol 1 tocka
Dolo¢eno najveéje mozno $tevilo lihih elementov mnozice AV s 13 elementi, ki so deljivi z nekim
lihim prastevilom p < 13 ... ... 1 tocka
Dokaz neenakosti b = 5 ... 1 tocka
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Resitve nalog za 2. letnik

[A1]A2]|A3)
B|E|C]|

Al. Trikotnik ABO je enakokrak z vrhom pri O. Torej je ZOAB = 180° — 2ZBAO = 90°.
Ozna¢imo polmer velike kroZznice z R = |OA|. Ker je trikotnik ABO polovica kvadrata s stra-
nico R, je polmer male kroZnice enak polovici diagonale tega kvadrata, to je r = %. Plos¢ina

. ve - . 2 2 ) v Ve 2 2 . .. .
sivega obmodja je torej - — £ plos¢ina &rnega obmodja pa “- = ™. Razmerje med njima je
zato enako

TR R? m_ 1 2
4 2 _ 43 _q_*
TR? I T
4 4

A2. Oznacimo vi§ino obeh svec z v. V eni uri pogori § rdece sveCe in ¢ modre svece. Po ¢ urah
je rdeca sveca visoka v — t, modra pa v — t£. Rdeca sveca gori hitreje kot modra, zato iS¢emo

tak ¢, da bo
v—t2:3(v—t2)
5 4]

Enacbo okrajsamo z v in dobimo 1 — £ = 3(1 — £). Od tod izrazimo 4

20

= 2 oziroma t = ‘11—[1).

A3. Oznacimo stevilo resnicoljubov z R, $tevilo laznivcev pa z L. Vsak resnicoljub je odgovoril
na 1 vprasanje pritrdilno in na 3 nikalno, vsak laZnivec pa je odgovoril na 3 vprasanja pritrdilno
in na 1 nikalno. Pritrdilnih odgovorov je bilo skupaj R + 3L = 25 + 25 + 45 + 45 = 140. Hkrati
paje R+ L = 100. Od prve enacbe odstejemo drugo, da dobimo 2L = 40. Na otoku torej zivi
L = 20 laznivcev.

B1. Kvadratna korena bosta dobro definirana, ¢e velja 1+z > 0in 1—2 > 0 oziroma z € [—1,1].
Ker sta obe strani neenacbe nenegativni, smemo neenacbo kvadrirati, da dobimo ekvivalentno
neenacbo

9(1+z)+12y/(1 +2)(1 — 2) + 4(1 — z) < 25.

Neenacbo preoblikujemo do

12¢/(1 +2)(1 — 2) < 12 — 5.

Kerje x < 1,je 12 — 52 > 7, torej sta obe strani neenacbe nenegativni, zato smemo neenacbo
ponovno kvadrirati. Dobimo ekvivalentno neenacbo

144(1 + 2)(1 — z) < (12 — 52)*
Odpravimo oklepaje
144 — 1442* < 144 — 120z + 2527

in neenacbo preoblikujemo do
1692° — 120z > 0.
Kvadratna funkcija 16922 — 120z = (1692 — 120)z ima nicli z; = 0 in 2, = 22 in pozitiven

160
vodilni koeficient, torej je pozitivna, ko je z € (—o0,0) U (757, 00). Ko upostevamo oba pogoja
za x, dobimo konco resitev

z € ((—00,0) U (123, 00)) N[—1,1] = [-1,0) U (120, 1].
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Resitve nalog za 2. letnik

2. nac¢in. Kvadratna korena bosta dobro definirana, ¢e velja 1 + 2 > 0in 1 — z > 0 oziroma
x € [—1,1]. Resimo najprej enacbo

3V1i+z+2V1—x=5.

Enacbo preuredimo v

3Vi+xr=5—-2V1—x

in jo kvadriramo, da dobimo
9(1+2) =25 —20V/1 —z + 4(1 — ).

Nato jo preuredimo do

201 —2 =20 - 13z

in jo zopet kvadriramo
400(1 — z) = 400 — 5202 + 16922

Po poenostavljanju dobimo
(1692 — 120)z = 0.

Resitvi enacbe sta z; = 0 in 2o = %. Resitvi nam interval [—1, 1] razdelita na tri podin-

tervale, [—1,0), (0,122) in (133, 1]. Pri 0 in pri 120 vzamemo odprto, ker z; in z, ne ustrezata

dani neenacbi. Na vsakem od podintervalov izberemo eno Stevilo in preverimo, ali ustreza
neenacbi. Na primer, Stevilo x = —1 € [—1,0) ustreza neenacbi, saj dobimo 2v2 < 5, kar je

po kvadriranju ekvivalentno 8 < 25. Stevilo z = 2 € (0, 123) ne ustreza neenacbi, saj dobimo

3\/§ + 2\/2 = 6\/g + 2\/§ = 8\/g < 5, kar je po kvadriranju ekvivalentno 64 - 2 < 25 oziroma
128 < 125. Stevilox = 1 € (%, 1] ustreza neenacbi, saj dobimo 3v/2 < 5, kar je po kvadriranju
ekvivalentno 18 < 25. ReSitev dane neenacbe je torej unija prvega in tretjega podintervala, tj.
z € [-1,0)U (32, 1].

Opomba. Enacbo lahko resimo tudi tako, da jo preoblikujemo v 2v/1 —2 = 5 — 31+ 2 in
postopamo na enak nacin.

Zapisano definicijsko obmocje obeh korenov .......... ... ...l 1 tocka
Preoblikovana neenacba v 124/(1+ 2)(1 — ) < 12 =52 cooviiiiiiiiiiiiiiiiiiaaann.. 1 tocka
Obrazlozitev, da je ta oblika ekvivalentna zaceni ............................ .. ... 1 tocka
Zapis 16927 — 1202 > 0. oottt ettt e 1 tocka
Obrazlozitev, da so reSitve ekvivalentne zacetni ............. ... ... 1 tocka
Zapis kontne resitve [—1,0) U (135, 1]. Tekmovalcu se odbije 1 tocka, ¢e pozabi vkljuditi resitvi
L ali-d o 2 tocki

2. nacin: Zapisano definicijsko obmocje obeh korenov .............. .. ..o 1 tocka
Preoblikovanje do enacbe (1692 — 120)z =0 ... ..ottt 2 tocki
Izbira pravih intervalov in argumentacija ............... ... oo 2 tocki
Zapis kontne resitve [—1,0) U (15, 1]. Tekmovalcu se odbije 1 tocka, ¢e pozabi vkljuciti resitvi
L ali-d o 2 tocki
B2. MnozZice

Ay ={20,-2,-3,—4,...,—20},

Ay ={1,2,3,...,10},
Ay ={-1,0,11,12,13,...,19}

zadoscajo pogojem naloge, saj je |A;| = 20, |Ay| = 10 in |A3| = 11. Torej je n lahko enak 3.
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Resitve nalog za 2. letnik

Mnozice
Ay = {1},
Ay ={2,-20},
As = {3,—-19,—18},
Ay ={4,-17,-16,—15},
As = {5,—14, 13, —12, —11},
Ag = {6,—10,—-9, -8, -7, —6},
A; ={7,-5,-4,-3,—-2,—1,0},
Ag = {8,9,10,11,12, 13,14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}
prav tako zado$¢ajo pogojem naloge, saj je |A1| = 1, |As| = 2, |A3] = 3, |A4] = 4, |A5] = 5,
|Ag| = 6, |A7| = 7in |As| = 13. Torej je n lahko enako 8. 5
Dokazimo, da sta to najmanjsi in najvec¢ji moZen n. Mnozica A ima 41 elementov. Ce bi
bil n < 2, bi morala vsaj ena od mnoZic, recimo A, imeti ve¢ kot 20 elementov. Toda nobeno
Stevilo vecje od 20 ni element mnoZice A, zato tudi ni element mnoZice A,. MnoZica A, bi torej
krsila pogoj |A1| € Ay, kar je protislovje. Sledi, da je n > 3.
Denimo, da je n > 9. Ker je |4;| € A, je vsaka mnoZica A; neprazna. Ker so mnoZice
Ay, Ay, ..., A, hkrati disjunktne, so |A;], |42/, . .., |A,| razli¢tna naravna Stevila. Torej je

Al = |A] +As] + .. +|An] > 14243+ +9 =45,

kar pa je protislovje, saj ima mnoZica A le 41 elementov. Torejje n < 8.

Primer mnozZic A; Za m = 3 ..o 1 tocka
Primer mnozZic A; Za n = 8 .. oo 1 tocka
Ugotovitev, daje |A;| < 20zavsakindeks i ...............ooooiiiiiiiiiiiiin, 1 tocka
Dokaz spodnjemeje n > 3 ... 1 tocka
Utemeljitev, da imajo mnoZice razli¢na Stevila elementov ............................. 1 tocka
Dokaz zgornjemeje . <8 ... .. . 2 tocki
B3.

(@) Najbo k = 3. Mnozici P = {2,3,5} in N = {2,3,4,5,6} ustrezata pogojem naloge, torej
je n lahko enak 5. Pokazimo, da je to najvec¢ji moZen n. Denimo, da je n > 6 in ozna¢imo
najmanjse Stevilo v mnozici N z a. Tedaj mnoZica N vsebuje Stevila a,a + 1,a + 2,a +
3,a+4,a+ 5. Prastevilo 2 deli natako 3 izmed teh $tevil, prastevilo 3 deli natanko 2 izmed
teh Stevil, prastevilo 5 deli 1 ali 2 izmed teh Stevil, vsako prastevilo p > 5 pa deli najvec 1
izmed teh Stevil. Torej, ¢e 2 ¢ P, tedaj prastevila iz P delijo najve¢ 2 + 2 + 1 = 5 izmed
Stevil a,a + 1,a + 2,a + 3,a + 4,a + 5, kar je protislovje. Torejje 2 € P. Ce izmed &tevil
a,a+1,a+2,a+3,a+4,a+5 odstranimo tista, ki so deljiva z 2, nam ostanejo 3 zaporedna
liha stevila. Od teh je kve¢jemu 1 deljivo s 3, kve¢jemu 1 deljivo s 5 in kve¢jemu 1 deljivo s
prastevilom p > 5. Torej prastevila iz P delijo najve¢ 3+ 1 + 1 = 5 izmed Stevil a,a + 1,a +
2,a+ 3,a+4,a+ 5, kar je protislovije.

(b) Najbo n = 13. Hitro se prepri¢amo, da mnozici P = {2, 3,5,29,31} in N = {24,25,26,...,36}
ustrezata pogojem naloge, zato je k lahko enak 5. DokaZimo, da je to najmanjsi moZen k.
Denimo, da je k& < 4. Prastevilo 2 deli najve¢ 7 stevil v V, prastevilo 3 deli najvec 5 tevil
v N, prastevilo 5 deli najvet 3 Stevila v NV, prastevilo 7 deli najve¢ 2 stevili v NV, prastevilo
11 deli najvet 2 tevili vV, vsako prastevilo p > 11 pa deli najvet 1 stevilov . Ce 2 ¢ P,
tedaj prastevila iz P delijo najvel 5+ 3+ 2+2 = 12 Stevil iz NV, sajje k < 4. To je protislovije,
zato mora biti 2 € P. Prestejmo, koliko lihih Stevil v NV je lahko deljivih s prastevili v P.
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Resitve nalog za 2. letnik

Mnozica N vsebuje najvec 7 lihih tevil, ki so avtomati¢no zaporedna liha $tevila. Najve¢ 3
izmed njih so deljiva s 3, najvec¢ 2 sta deljivi s 5 in najvec¢ 1 je deljivo s poljubnim prastevilom
p > 5. Kerje2 € Pin k < 4, mnozica P vsebuje najve¢ 3 liha prastevila. Torej je najvec
3+2+1 = 6 lihih $tevil v AV deljivih s prastevili iz P. Skupaj je torej najvec 7+ 6 = 13 stevil
iz N deljivih s prastevili iz P. To pomeni, da mora mnozica N vsebovati 7 sodih $tevil in 3
liha sStevila deljiva s 3. To pa ni mogoce, saj ¢e N vsebuje 7 sodih $tevil, vsebuje natanko 6
zaporednih lihih $tevil, med temi pa sta natanko 2 deljivi s 3. Dobili smo protislovje, torej
je k vsaj 5.

Primer mnozic Pin N zak =3INn =5 ... ..o 1 toc¢ka
Doloceno najvedje mozno $tevilo elementov mnozice N, ki so deljivi z nekim prastevilom p .1
tocka

Dokaz neenakosti 71 < 5 ..o 1 tocka
Primer mnoZic PIN N zan = 131Nk = 5 ..ottt 1 tocka
Dokaz, daje 2 element mnoZice P vprimerun =13 ... 1 tocka
Dolo¢eno najveje mozno $tevilo lihih elementov mnozice AV s 13 elementi, ki so deljivi z nekim
lihim prastevilom p < 13 ... 1 tocka
Dokaz neenakosti b = 5 ... e 1 tocka
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Resitve nalog za 3. letnik

[A1]A2]|A3)
(c|B|E]

A1. Ce premaknemo 4 osenena obmodja zunaj kvadrata v notranjost, kot je prikazano na sliki,
dobimo 4 enakokrake pravokotne trikotnike s hipotenuzo dolZine 1. 1z teh 4 trikotnikov lahko
nato sestavimo kvadrat s stranico dolZine 1. Skupna plos¢ina vseh osencenih obmocij na sliki

ah\ \
\\/*/ ‘

A2. Naj bo H visina posameznega stoZca ure in R polmer osnovne ploske stoZca. Skupna
prostornina peska v uri je torej V = 3 H7wR?, saj ves pesek ravno zapolni en stoZec ure. Ko
je Kevin pogledal uro, je bila viSina preostalega peska v zgornjem stozcu h = Z in zato je
bil polmer osnovne ploskve preostalega peska £. Prostornina preostalega peska v zgornjem

stozcu ure je bila takrat enaka 1 - Z7 (£)* = ¥V zgornji polovici ure je torej ostala 1 vsega

peska. Da bi dobil brezpla¢no sladico, bi moral Kevin na kosilo ¢akati $e 3 - 25 = 33 minut, torej
med 3 in 4 minute.

A3. Relativna hitrost vlakov je 32 m/s. Vlak A je dolg 2% - 4 = 100 m. Cez 1 minuto oz. 60
sekund bo razdalja med zadnjima koncema vlakov enaka 2% - 60 = 1500 metrov, razdalja med
sprednjima koncema pa 1500 + 300 + 100 = 1900 metrov.

B1. Po definiciji logaritma je

T = (a3b3)2 — a6b6,
y = (b*’c*)* =0 in
P (\/&)12 — a6c6

Od tod sledi

wyz = a®b® - 198 - ac® = a2 c!? = (abe)'?.

Po definiciji logaritma je torej log,,.(zyz) = 12, kar je naravno stevilo.
2. nac¢in. Z upostevanjem pravil za logaritme izpeljemo

51 log log
= 10 313 L = g s
Batt? log ((ab)?)  3log(ab)
logy logy
3=1 2.2 Y = = s
OB ¥ log ((bc)?)  2log(be)
1 1
12 = log, jzr 2 = o8r . _08%

log ((ac)%) B % log(ac)'
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QOd tod izrazimo

log z = 6log(ab) = 6(loga + logb),
logy = 6log(bc) = 6(logb + log c),
log z = 6log(ac) = 6(loga + log c).

Torej je

log(zyz) logx +logy +log 2z

log(abc) — loga +logb + logc

6(log a + logb) + 6(log b + log ¢) 4 6(log a + log ¢)
loga + logb + logc

logabc (l’yZ) -

_ 12(loga+logb +logc) 19
~ loga+logh+loge
kar je naravno Stevilo.
1. nadin. Ugotovitev, daje x = aPb® ... . oo 2 tocki
Ugotovitev, daje y = B5c¢0 ... o 2 tocki
Ugotovitev, daje z = aPc ..o 2 tocki
Sklep, dajelog,,.(xyz) =12 ... oo 1 tocka
2. nacin. Ugotovitev, da je log 33 © = ” lg(gaz)s) = 31?5(:25,) ............................... 1 tocka
. . 1 ! &
Ugotovitev, da je logye y = ” Eé 2)2) o loma] * e e e e e 1 totka
: : . log z o log z «
Ugotovitev, da je log /2 = ” ((ic) = %log(ac) ........................................ 1 tocka
Sklep, daje log,,.(Tyz) = 12 ..o 4 tocke
B2. Mnozice
Ay = {20,-2,-3,—4,...,—20},

Ay =1{1,2,3,...,10},
Ay ={-1,0,11,12,13,...,19}

zadosc¢ajo pogojem naloge, saj je |A;| = 20, |A2| = 10 in |A3| = 11. Torej je n lahko enak 3.
Mnozice
Al = {1}7

Ay = {2,-20},
As = {3,-19,-18},
Ay ={4,-17,-16,—15},
As = {5, —14,—13,-12, —11},
Ag = {6,-10,-9, -8, -7, 6},
A; ={7,-5,-4,-3,—-2,—1,0},
As = {8,9,10,11,12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20}
prav tako zado$¢ajo pogojem naloge, saj je |A1| = 1, |As| = 2, |[As] = 3, |A4] = 4, |45] =5,
|Ag| =6, |A7| = 7in | Ag| = 13. Torej je n lahko enako 8. 5
DokaZimo, da sta to najmanjsi in najve¢ji moZen n. MnoZica A ima 41 elementov. Ce bi
bil n < 2, bi morala vsaj ena od mnoZic, recimo A, imeti ve¢ kot 20 elementov. Toda nobeno
Stevilo vecje od 20 ni element mnoZice A, zato tudi ni element mnoZice A,. MnoZica A, bi torej
krsila pogoj |A:| € Ay, kar je protislovje. Sledi, daje n > 3.
Denimo, da je n > 9. Ker je |A;| € A;, je vsaka mnoZica A; neprazna. Ker so mnoZice
Ay, Ay, ..., A, hkrati disjunktne, so |Ay], |As], ..., |A,| razlitna naravna Stevila. Torej je

|Al = [A1] + [Ao| + ...+ [Ap > 1T+ 2+ 3+ ... +9 =45,
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kar pa je protislovje, saj ima mnoZica A le 41 elementov. Torejje n < 8.

Primer mnoZic A; Za n = 3 ..o 1 tocka
Primer mNoOZIC A; Za 1 = & . ottt 1 tocka
Ugotovitev, daje |A;] <20 zavsakindeks i .............cooiiiiiiiiiiiiiiiii. 1 to¢ka
Dokaz spodnjemeje n. > 3 ... ... . 1 tocka
Utemeljitev, da imajo mnoZice razli¢na Stevila elementov ............................. 1 tocka
Dokaz zgornje meje . < 8 ... 2 toc¢ki
B3.

(@) Najbo k = 3. Mnozici P = {2,3,5} in N = {2,3,4,5,6} ustrezata pogojem naloge, torej
je n lahko enak 5. PokaZimo, da je to najvecji moZen n. Denimo, da je n > 6 in ozna¢imo
najmanjSe Stevilo v mnozici N z a. Tedaj mnoZzica N vsebuje $tevila a,a + 1,a + 2,a +
3,a +4,a+ 5. Prastevilo 2 deli natako 3 izmed teh $tevil, prastevilo 3 deli natanko 2 izmed
teh Stevil, prastevilo 5 deli 1 ali 2 izmed teh Stevil, vsako prastevilo p > 5 pa deli najvec 1
izmed teh Stevil. Torej, ¢e 2 ¢ P, tedaj prastevila iz P delijo najve¢ 2 + 2 + 1 = 5 izmed
Stevil a,a + 1,a + 2,a + 3,a + 4,a + 5, kar je protislovje. Torejje 2 € P. Ce izmed $tevil
a,a+1,a+2,a+3,a+4,a+5 odstranimo tista, ki so deljiva z 2, nam ostanejo 3 zaporedna
liha stevila. Od teh je kve¢jemu 1 deljivo s 3, kve¢jemu 1 deljivo s 5 in kve¢jemu 1 deljivo s
prastevilom p > 5. Torej prastevila iz P delijo najve¢ 3 + 1+ 1 = 5 izmed Stevil a,a + 1,a +
2,a+ 3,a+ 4,a + 5, kar je protislovje.

(b) Najbo n = 13. Hitro se prepri¢amo, da mnozici P = {2, 3,5,29,31} in N = {24,25,26,...,36}
ustrezata pogojem naloge, zato je k lahko enak 5. DokaZimo, da je to najmanjsi moZen k.
Denimo, da je k < 4. Prastevilo 2 deli najve¢ 7 stevil v N/, prastevilo 3 deli najve¢ 5 tevil
v N, prastevilo 5 deli najve¢ 3 Stevila v NV, prastevilo 7 deli najve¢ 2 stevili v NV, prastevilo
11 deli najvet 2 tevili vV, vsako prastevilo p > 11 pa deli najvet 1 stevilov . Ce 2 ¢ P,
tedaj prastevila iz P delijo najvel 5+ 3+ 2+2 = 12 Stevil iz V, sajje k < 4. To je protislovije,
zato mora biti 2 € P. Prestejmo, koliko lihih $tevil v V je lahko deljivih s prastevili v P.
Mnozica N vsebuje najvec 7 lihih $tevil, ki so avtomati¢no zaporedna liha $tevila. Najve¢ 3
izmed njih so deljiva s 3, najvec¢ 2 sta deljivi s 5 in najvec¢ 1 je deljivo s poljubnim prastevilom
p > 5. Kerje 2 € Pin k < 4, mnozica P vsebuje najvec¢ 3 liha prastevila. Torej je najvec
3+2+ 1 = 6 lihih $tevil v AV deljivih s prastevili iz P. Skupaj je torej najvec 7+ 6 = 13 stevil
iz N deljivih s prastevili iz P. To pomeni, da mora mnozica N vsebovati 7 sodih $tevil in 3
liha Stevila deljiva s 3. To pa ni mogoce, saj ¢e N vsebuje 7 sodih $tevil, vsebuje natanko 6
zaporednih lihih $tevil, med temi pa sta natanko 2 deljivi s 3. Dobili smo protislovje, torej
je k vsaj 5.

Primer mnozic Pin N zak =3INn =5 . ... i 1 tocka
Dolo¢eno najvedje mozno $tevilo elementov mnozice N, ki so deljivi z nekim prastevilom p .1
tocka

Dokaz neenakosti 71 < 5 .o i 1 tocka
Primer mnoZic PINN zan = 131Nk = 5 oot 1 tocka
Dokaz, da je 2 element mnoZice P v primerun =13 ... 1 tocka
Dolo¢eno najvecje mozno $tevilo lihih elementov mnozice AV s 13 elementi, ki so deljivi z nekim
lihim prastevilom p < 13 ... 1 tocka
DoKkaz neenakostl & = 5 it 1 tocka
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Resitve nalog za 4. letnik

[A1]A2]|A3)
|B|D|E|

Al. Plos¢ina dobljenega lika je enaka f(x) = 4—42*. Funkcija f je kvadratna funkcija z zatetno
vrednostjo 4 in niclo 0. Njen graf je prikazan na sliki (B).

A2. Prvo Zogo lahko Jure postavi kateregakoli izmed 9 prekatov, za drugo Zogo mu ostane na
voljo 6 prekatov, za tretjo pa 3 prekati. Jure lahko Zoge pospravi v omarona 9 -6 -3 = 162
razli¢nih nac¢inov.

A3. Oznacimo Stevilo tezkih nalog s T, stevilo lahkih nalog z L, Stevilo ostalih nalog pa s S.
Vsako tezko nalogo je pravilno resil 1 ucenec, vsako lahko 3 ucenci, preostale naloge pa sta
pravilno resila 2 u¢enca. Stevilo pravilnih reitev je bilo torej T + 25 + 3L = 3 - 17 = 51, saj
je vsak uenec pravilno resil 17 nalog. Vseh nalog na tekmovanju je bilo 7 + S + L = 30. Ce
drugo enacbo pomnoZimo z 2 in od nje odstejemo prvo enacbo, dobimo

T—L=2T+S+L)—(T+25+3L)=2-30—51=09.

B1.

(@) Veljatimora2r —1 >0,z ++2x—1> 0inx — /22 —1 > 0. Prva neenacba ima reSitve
z > 1, druga neenacba je zato avtomati¢no izpolnjena, tretja neenacba pa je ekvivalentna

z >2x—1.

Ker sta obe strani neenacbe pozitivni, lahko neenacbo kvadriramo in dobimo ekvivalentno
neenacbo
x> 2 — 1.

Neenacbo preuredimo v z? — 2z + 1 > 0 oziroma (z — 1)? > 0, kar velja za vse z. Torej je

D = [%,oo).

(b) Enacbo v/z + 2z — 1 + /& — v/22 — 1 = v/10 kvadriramo, da dobimo
x—l—\/23:—1—|—2\/(:U—|—\/23:—1)(3:—\/235—1)4—3:—\/235—1: 10.

Nato jo poenostavimo do

20 +2+/22 — 2z —1) =10
Va2 —-2r+1=5—ux.

Sedaj jo ponovno kvadriramo, da dobimo

oziroma

2?2 —2x+1=25—10z + 22,

kar lahko preoblikujemo v 8z = 24. Sledi x = 3 in ker je 3 € D, je to res reSitev.
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Resitve nalog za 4. letnik

(c) Pig&imoy = vz + 22 — 1 + V& — 2z — 1 > 0. Enatbo podobno kot v tocki (b) kvadri-
ramo

y2::1:+\/2:17—1+2\/(:p+\/2x—1)(x—\/Zx—1)+:1:—\/2:17—1

in poenostavimo do
y? =2z + 2¢/22 — (22 — 1).

Izraz pod korenom razcepimo in dobimo

y? =21+ 2/ (v — 1)2 =22 + 2|z — 1.

Sledi
o JAr =2, x>1,
Y 2, 1<z <l,
oziroma
JVAx =2, x> 1,
Tva L<r<l,
saj je y > 0. Graf funkcije je prikazan na spodnji sliki.
Y
f(x)
3 =+
2+
\/i 4
1 £
s
2
(a) Zapis vseh pogojev2z —1> 0,z ++2x —1>0inz —y2x —1>0 ............... 1 tocka
[zradun D = [1,00) ..o 1 tocka
(b) Zapis ekvivalentne enacbe po prvem kvadriranju 2z + 2/2%2 — (20 —1) =10 ...... 1 tocka
Zapis ekvivalentne enacbe brez kvadratnega korena po drugem kvadriranju 2% — 2z + 1 =
25 — 100 4 &% e 1 tocka
Izracunana in preverjenareSitev e =3 ...... ... ... . i 1 tocka

(Ce kandidat ni preveril re$itve ali preveril pogoja, da reitev leZi v definicijskem obmogju,
tocke za odgovor ne dobi).

(c) Zapisan predpis funkcije f z obema predpisoma ................. .. ... 1 tocka
Iz grafa je razvidno, da je funkcija na intervalu [1/2, 1] konstantno enaka /2 in da je funk-
cija na intervalu [1, co] del parabole, narascajoc¢a in konkavna, hkrati pa poteka skozi dve
ustrezni tocki, npr. (1,v/2) i (3,V10) « oottt 1 tocka

(Ce tekmovalec koordinatnega sistema ne opremi z ustreznimi oznakami, lahko dobi za
graf funkcije najvec 1 tocko.)



Resitve nalog za 4. letnik

B2. MnoZice
Ay ={20,-2,-3,—4,...,—20},

Ay =1{1,2,3,...,10},
Ay ={-1,0,11,12,13,...,19}

zadoscajo pogojem naloge, saj je |A;| = 20, |Ay| = 10 in |A3| = 11. Torej je n lahko enak 3.
Mnozice
A1 - {1},

Ay = {2,-20},
Ay = {3,-19, 18},
Ay ={4,-17,-16,—15},
As = {5,—14,-13,—-12, —11},
Ag = {6,—10,-9, -8, =7, —6},
A, ={7,-5,-4,-3,-2,—1,0},
Ag = {8,9,10,11,12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}
prav tako zado$¢ajo pogojem naloge, saj je |A1| = 1, |As| = 2, |[A3] = 3, |A4] = 4, |45] =5,
|Ag| = 6, |A7| = 7in |As| = 13. Torej je n lahko enako 8. 5
Dokazimo, da sta to najmanjsi in najvecji moZen n. Mnozica A ima 41 elementov. Ce bi
bil n < 2, bi morala vsaj ena od mnoZic, recimo A, imeti ve¢ kot 20 elementov. Toda nobeno
Stevilo vecje od 20 ni element mnoZice A, zato tudi ni element mnoZice A,. MnoZica A, bi torej
krsila pogoj |A;| € A;, kar je protislovje. Sledi, da je n > 3.
Denimo, da je n > 9. Ker je |4;| € A, je vsaka mnoZica A; neprazna. Ker so mnoZice
Ay, Ay, ..., A, hkrati disjunktne, so |A;], |42, ..., |A,| razlicna naravna Stevila. Torej je

Al = A1+ A2 + ...+ [Ap] 2 1+ 2+ 34 ... +9 =45,

kar pa je protislovje, saj ima mnoZica A le 41 elementov. Torejje n < 8.

Primer mnozZic A; Za n = 3 .. oo 1 tocka
Primer mnoZic A; za n = 8 ..o 1 tocka
Ugotovitev, daje |A;| < 20zavsakindeks i ...............cooiiiiiiiiiiiii, 1 tocka
Dokaz spodnjemeje m > 3 ... 1 tocka
Utemeljitev, da imajo mnoZice razli¢na Stevila elementov ............................. 1 tocka
Dokaz zgornjemeje 1 <8 ... ... 2 tocki
B3.

(@) Najbo k = 3. Mnozici P = {2,3,5} in N = {2,3,4,5,6} ustrezata pogojem naloge, torej
je n lahko enak 5. Pokazimo, da je to najvec¢ji moZen n. Denimo, da je n > 6 in ozna¢imo
najmanj$e Stevilo v mnozici N z a. Tedaj mnoZica N vsebuje Stevila a,a + 1,a + 2,a +
3,a+4,a+ 5. Prastevilo 2 deli natako 3 izmed teh $tevil, prastevilo 3 deli natanko 2 izmed
teh Stevil, prastevilo 5 deli 1 ali 2 izmed teh Stevil, vsako prastevilo p > 5 pa deli najvec 1
izmed teh Stevil. Torej, ¢e 2 ¢ P, tedaj prastevila iz P delijo najve¢ 2 + 2 + 1 = 5 izmed
Stevil a,a + 1,a + 2,a + 3,a + 4,a + 5, kar je protislovje. Torejje 2 € P. Ce izmed &tevil
a,a+1,a+2,a+3,a+4,a+5 odstranimo tista, ki so deljiva z 2, nam ostanejo 3 zaporedna
liha stevila. Od teh je kve¢jemu 1 deljivo s 3, kve¢jemu 1 deljivo s 5 in kve¢jemu 1 deljivo s
prastevilom p > 5. Torej prastevila iz P delijo najve¢ 3 + 1+ 1 = 5 izmed Stevil a,a +1,a +
2,a+ 3,a+4,a+ 5, kar je protislovije.



Resitve nalog za 4. letnik

(b) Najbon = 13. Hitro se prepri¢amo, da mnozici P = {2,3,5,29,31}in N = {24,25,26,...,36}
ustrezata pogojem naloge, zato je k lahko enak 5. DokaZimo, da je to najmanjsi moZen k.
Denimo, da je k < 4. Prastevilo 2 deli najvec 7 stevil v N, prastevilo 3 deli najvec 5 Stevil
v N, prastevilo 5 deli najvet 3 $tevila v NV, prastevilo 7 deli najve¢ 2 stevili v NV, prastevilo
11 deli najvet 2 tevili vV, vsako prastevilo p > 11 pa deli najvet 1 stevilov . Ce 2 ¢ P,
tedaj prastevila iz P delijo najve¢ 5+ 3 +2+2 = 12 $tevil iz NV, saj je k < 4. To je protislovje,
zato mora biti 2 € P. Prestejmo, koliko lihih $tevil v NV je lahko deljivih s prastevili v P.
Mnozica N vsebuje najvet 7 lihih $tevil, ki so avtomati¢no zaporedna liha $tevila. Najve¢ 3
izmed njih so deljiva s 3, najvec 2 sta deljivi s 5 in najvec 1 je deljivo s poljubnim prastevilom
p > 5. Kerje 2 € Pin k < 4, mnoZica P vsebuje najve¢ 3 liha prastevila. Torej je najvec
3+2+ 1 = 6 lihih $tevil v \V deljivih s prastevili iz P. Skupaj je torej najvet 7+ 6 = 13 stevil
iz N deljivih s prastevili iz P. To pomeni, da mora mnozica N vsebovati 7 sodih $tevil in 3
liha $tevila deljiva s 3. To pa ni mogoce, saj ¢e N vsebuje 7 sodih $tevil, vsebuje natanko 6
zaporednih lihih Stevil, med temi pa sta natanko 2 deljivi s 3. Dobili smo protislovije, torej
je k vsaj 5.

Primer mnozic Pin N zak =3INn =05 ... ..o, 1 totka
Doloceno najvecje mozno $tevilo elementov mnozice N, ki so deljivi z nekim prastevilom p .1
tocka

Dokaz neenakosti 71 < 5 ..o 1 tocka
Primer mnoZic Pin N zan = 131Nk =5 ...ttt 1 tocka
Dokaz, daje 2 element mnozice P vprimerun =13 ...... ... ... ..o, 1 tocka
Doloceno najvecje mozno $tevilo lihih elementov mnozice AV s 13 elementi, ki so deljivi z nekim
lihim prastevilom p < 13 ... ... 1 tocka
Dokaz neenakosti b = 5 ..o 1 tocka



