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68. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 21. marec 2024

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 45 minut.
B1. Poisci vse pare celih Stevil a in b, ki zadoSc¢ajo enacbi

da — 2b + 22ab® — 116 = 2024.
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B2. Dan je pravokotnik ABCD, za katerega velja |[AB| = 10 in
|AC| = 5v/7. Sredis¢e stranice AB ozna¢imo z M. V pravoko-
tnik vértamo polkrog s premerom AB in trikotnik C' DM, nato pa
del pravokotnika osen¢imo (glej sliko). Izracunaj obseg in plos¢ino
osencenega lika.
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68. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 21. marec 2024

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Pri deljenju trimestnega $tevila a2b z vsoto njegovih Stevk dobimo koli¢nik 53 in ostanek
3. Doloc¢i stevki a in b.
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B2. Poisci vsa realna Stevila z, ki zadoSc¢ajo enacbi

\/4z + 145z — Vo =1.



68. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 21. marec 2024

Naloge za 3. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Pois¢i vsa realna Stevila z, ki zadoSc¢ajo enacbi
l0g,, (48V/3) = log,, (162v/2).

PokaZzi, da nobena resitev enacbe ni celo Stevilo.
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B2. Dan je polinom p(z) = z* + 2* + 2? + x + 1. DokaZi, da polinom p(z) deli polinom p(z?).



68. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 21. marec 2024

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Dolo¢i vsa realna stevila z, za katera je definiran izraz \/ R -2

z—3 z+3°
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B2. Na koliko razli¢nih nac¢inov lahko na polico v vrsto zloZimo 2 enaki fizikalni, 4 enake
kemijske in 4 enake matemati¢ne knjige, ce

(a) morajo biti vse 4 matemati¢ne knjige skupaj,

(b) nobeni 2 matemati¢ni knjigi ne smeta biti skupaj?



68. matemati¢no tekmovanje
srednjesolcev Slovenije
17. marec 2022

Naloge za 1. letnik (reSitve)

1. Izraz na levi strani enac¢be lahko razstavimo
4a — 2b+ 22ab* — 116° = 2(2a — b) + 11b*(2a — b) = (2 + 11b*)(2a — b),

Stevilo 2024 pa razcepimo na prastevila 2024 = 23 - 11 - 23. Dana enacba je torej ekvivalentna
enacbi
(24 116*)(2a — b) = 2° - 11 - 23.

Stevili 2+ 115? in 2a — b sta iste parnosti, zato sta obe sodi. Ker je 2 + 115 sodo $tevilo, je stevilo
b sodo, torej je Stevilo 2 + 11b* deljivo z 2 a ne s 4. Hkrati je 2 + 11b* pozitivno $tevilo, ki ni
deljivo z 11. Torej imamo le dve moZnosti, 2 + 110* = 2 ali 2 + 116* = 2 - 23 = 46. V prvem
primeru je b = 0in 2a — b = 2% - 11 - 23 = 1012, od koder sledi a = 506. V drugem primeru je
B> =4in 2 —b = 22-11 = 44. Ceje b = 2, je a = 23, v nasprotnem primeru paje b = —2in
a = 21.

Dani enacbi torej zados¢ajo pari (a, b) = (21, —2), (23, 2), (506, 0).

2. nacin. Kot v prvi resitvi levo stran enacbe najprej razcepimo
(2 + 110%)(2a — b) = 2024.

Ce je b liho $tevilo, sta tudi tevili 2 + 11b? in 2a — b lihi, zato njun produkt ne more biti 2024.
Torej je b sodo Stevilo. Pisimo b = 2c, Kjer je c celo Stevilo. Ko to upostevamo v zgornji enacbi,
dobimo enacbo (2 + 44¢?)(2a — 2¢) = 2024, ki jo okrajamo do

(1+22¢%)(a—c) =506 =2-11-23.

Cejec = 0,je b= 0in iz enatbe sledi e a = 506. V nasprotnem pa je 1 + 22¢? liho $tevilo, vegje
od 1, ki ni deljivo z 11, zato imamo le eno moZnost in sicer 1 + 22¢ = 23. Od tod sledi ¢* = 1,
torejje c = 1l alic = —1. V prvem primeru je b = 2 in iz enacbe dobimoa = 2-11 +1 = 23, v
drugem primeru pa je b = —2 in iz enacbe dobimoa = 2-11 — 1 = 21.

Dani enacbi torej zados¢ajo pari (a,b) = (506, 0), (23,2), (21, —2).

3. nacin. Kot v prvi resitvi levo stran enacbe najprej razcepimo
(2 + 110%)(2a — b) = 2024.

Od tod sledi, da je 2 + 11b* pozitiven delitelj Stevila 2024. Ker je 2024 = 2% - 11 - 23, so njegovi
pozitivni delitelji 1,2,4,8,11,22, 23,44, 46, 88,92, 184, 253, 506, 1012,2024. Z obravanjem vseh
mozZnosti ugotovimo, da le v primerih 2+ 110* = 2 in 2+ 116? = 46 dobimo celostevilske resitve
za b. Kot v prvi re$itvi od tod izra¢unamo resitve (a, b) = (21, —2), (23, 2), (506, 0).

Opomba. Tekmovalec, ki ugane reSitve in naredi preizkuse, prejme za vsako preverjeno resitev
po 1 tocko (skupaj prejme najvec 3 tocke). Za uganjene resitve brez preizkusa ne prejme nobene
tocke.

1. nacin

Razcepizrazanalevistranienacbe ................ ... ... 4 tocke
Razcep 2024 ... o 1 tocka
Ugotovitev, daje bsodo ...... ... 2 tocki
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Naloge za 1. letnik

Ugotovitev, da 2+ 1102 nideljivo z 11 ...ooouiiiii i e 1 tocka
Ugotovitev, daje 2 + 11b* deljivoz 2 innideljivos4 .........ooiiiiiiiiiiiiii ... 2 tocki
Zapis prve moZnosti 2 + 1107 = 2 ..ottt 2 tocki
PrvareSitev b = 0, a = 500 ...ttt 2 tocki
Zapis druge moZnosti 2 + 1162 =46 ....oiu ittt 2 tocki
DrugareSitevh =2, a =23 ... . 2 tocki
TretjareSitevd = —2,a =21 ... .. 2 tocki
2. nacin

Razcepizrazanalevistranienacbe .................... .. ... 4 tocke
Razcep 2024 ... . 1 tocka
Ugotovitev, daje bsodo ........ ..o 2 tocki
Vstavitev b = 2¢ ... 2 tocki
Zapis poenostavljene enacbe (1 +22¢?)(a —¢) =506 =2-11-23 .....ooiiiiiiiiniin.. 2 tocki
Zapis prvereSitvec=0,b=0,a =506 ......... ... ... 2 tocki
Utemeljitev, daje 1 + 22¢% za ¢ # 0 liho in ni deljivo z 11, torej je lahkole 23 ........... 3 tocke
ZapisdrugereSitve c =1,b=2,a =23 .. ... .. . 2 tocki
Zapis tretjereSitvec = —1,b=—2,a =21 ... ... ... 2 tocki
3. nacin

Razcepizrazanalevistranienacbe ................ ... ... 4 tocke
Razeep 2024 ... o 1 tocka
Ugotovitev, da je 2 + 116* pozitiven delitelj ..., 2 to¢ki
Zapis vseh 16 deliteljev Stevila 2024 ...... ... .. 2 tocki
Obravnavanje vseh 16 moznosti (dve moZnosti ... 1 to¢ka) ........... 1+1+1+1+1+1+1+1 tocka
Resitve (21, —2), (23,2), (506,0) .« enentneette e 1+1+1 tocka

2. Po Pitagorovem izreku za trikotnik ABC sledi

|BC| = /|AC|? — |ABJ? = /175 — 100 = V75 = 5V/3.

Iz podatkov naloge sledi |M B| = $|AB| = 5. Ce uporabimo Pitagorov izrek 3e za trikotnik
M BC, dobimo

|IMC| = +\/|MB|?+ |BC|? = v/25 + 75 = 10.

Kerje |M B| =5 = ;|MC]|, je pravokotni trikotnik M BC polovica enakostrani¢nega trikotnika,
zatoje ZBMC = 60°. Ker je M razpolovisce stranice AB, je tudi ZDMA = 60°. Sledi ZCM D =
180° = ZBMC — ZDMA = 60°.

Oznacimo polmer kroga z = 5. DolZina spodnje stranice osencenega lika je enaka  obsega
kroga s polmerom r, torej ¢ - 21 = 5F. Obseg osencenega lika je zato enak

5 5 5
0= |CD| +2(|MC]| —r)+§= 1o+2.5+§:20+§.
Plos¢ina osencenega lika je razlika ploscine trikotnika C'DM in plos¢ine kroZnega izseka z
vrhom v M, ki ga od trikotnika odreZe krog s premerom AB. Ker je ta kroZni izsek enak &
celotnega kroga, je njegova ploscina enaka $mr? = 2%, Plog¢ina osencenega lika je zato enaka

CD|-|BC| 257 10-5v3 25 25
= [CDI B 25m V3 _2m g 25T
2 6 2 6 6

IZIACUN |BC| = 53 ettt ettt e 2 tocki
Izracun [MCO| = 10 ..o 2 tocki



Naloge za 1. letnik

Utemeljitev ZBMC = 60° ... . 4 tocke
Utemeljitev ZOMD = 60° ... o e e 1 tocka
Zapis ali uporaba formule za dolzino kroznegaloka, I = ¢ - 277 ....................... 1 tocka
Izradun obsega o = 20 4+ 35 ... .. 4 tocke
Zapis ali uporaba formule za plos¢ino enakostrani¢nega trikotnika S; = 1024‘@ ......... 1 tocka
Zapis ali uporaba formule za plos¢ino kroznega izseka S; = ¢ -mr? ... 1 tocka
Izra¢un plosc¢ine S = 25v/3 — 257” ...................................................... 4 tocke

Opomba 1: Ce v tretji vrstici tockovnika ni utemeljitve, da gre za polovico enakostrani¢nega tri-
kotnika, torej |M B| = ;| M C|, tekmovalec ne prejme nobene izmed nadaljnjih tock iz totkovnika.
Opomba 2: Ce v Cetrti vrstici to¢kovnika ni utemeljitve /CMD = 180° — /BMC — /DMA =
60°, tekmovalec ne prejme nobene izmed nadaljnjih tock iz to¢kovnika.



68. matemati¢no tekmovanje
srednjesolcev Slovenije
17. marec 2022

Naloge za 2. letnik (reSitve)

1. Iz podatkov naloge razberemo, da velja a2b = 53 - (a + b+ 2) + 3. Ker je a2b = 100a + 20 + b,
sledi
100a + 20 + b = 53a + 53b + 109.

Enatbo poenostavimo do 47a — 52b = 89. Ker je b $tevka, imamo 10 moznosti. Ce je b = 0,
dobimo a = 52, kar ni celo $tevilo. Ceje b = 1, dobimo a = 3, kar nam da eno resitev. Ce je

b = 2, dobimo a = 22, kar spet ni celo §tevilo. Ceje b = 3,je a = 22. Ceje b = 4, dobimo
a=2 Cejeb=5jea=22 Cejeb =6 sledia = 12 Ce]eb = 7 dobimo a = %3, Ce je
b= 8 ]e a=52 Incejeb = 9 dobimo a = %X Opa21mo da smo le v primeru b = " dobili

celostevilsko re51tev za a, torej je resitev naloge b =1lina=3.

2. nacin. Kot v prvi resitvi izpeljemo enacbo 47a — 52b = 89. Enacbo poenostavimo do 47a —

52b = 89 in izrazimo
~ 47a — 89

52

Ker je imenovalec sod, mora biti tudi $tevec sod, zato je « liha $tevka, torej a € {1,3,5,7,9}.
Preverimo vse moznosti in ugotovimo, da je le v primeru a = 3 $tevilo b naravno in sicer b = 1.
Resitev je toreja = 3inb =1

3. nacin. Kot v prvi resitvi izpeljemo 47a — 52b = 89 in tokrat izrazimo

520489 5(b— 1)

Torej mora 47 deliti 5(b — 1) in zato 47 deli b — 1. Ker pa je b Stevka in zato manj$a od 10, sledi
b—1=0.Torejjeb=1ina = 3.

4. nacin. Kot v prvi reitvi izpeljemo 47a — 52b = 89 in enacbo preuredimo v
47(a — b) = 89 + 5b.

Torej je Stevilo 89 + 5b deljivo s 47. Ker je b Stevka, je 0 < 5b < 45, zato je 89 < 89 + 50 < 134.
Ker paje47 < 89,247 =941in 3 - 47 = 141 > 134, sledi 89 + 5b = 94 oziroma b = 1. 1z zgornje
enacbe dobimo Se a — b = 2, torej je a = 3. Preizkus pokaZe, da je pri deljenju 321 s 6 res dobimo
koli¢nik 53 in ostanek 3. Torej je reSiteva = 3in b = 1.

5. nacin. Kot v prvi reditvi izpeljemo 47a — 52b = 89 in enacbo tokrat preuredimo v
52(a — b) = 89 + ba.

Ker je a Stevka, sledi 89 < 89 + 5a < 134. Kerje 52 < 89,252 = 1041in 3 - 52 = 156 > 134, mora
biti 89 + 5a = 104 oziroma a = 3. Iz enacbe dobimo e ¢ — b = 2 oziroma b = 1.

1. nadin. Zapis a2b =53 - (A +b+2) +3 o oieiiiiii 4 tocke
Zapis a2b = 1000 4 20 4 B« .ottt 2 tocki
Zapis poenostavljene enacbe npr. 47a —52b =89 ........ ... 2 tocki
Izpis vseh 10 moZnosti za b = 0,1, ...,9 in izracun Stevke a (ali izpis vseh 9 moZnosti za a in
1ZraCun SteVKe D) ... ... 10*1 tocka
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Naloge za 2. letnik

IzpisreSitvea =3INb =1 .. ... 2 tocki
2. nadin. Zapis a2 = 53 - (a -+ D+ 2) £ 3 ooiiiii i 4 tocke
Zapis a2b = 1000 4 20 4 B ..ottt 2 tocki
Zapis poenostavljene enacbe npr. 47a —52b =89 ........ ... 2 tocki
Izrazena Stevka b= 950 1 tocka
Ugotovitev, dajealihoStevilo ........... ..o 4 tocke
Preverba vseh moznosti za a = 1,3,5, 7,9 ..ot e 5*1 tocka
IzpisreSitvea =3INb =1 ... ... 2 tocki
3.nadin. Zapis a2b =53 - (A 4+ b+ 2) 4+ 3 ooiiii it 4 tocke
Zapis a2b = 1000 4 20 4 B ..ottt 2 tocki
Zapis poenostavljene enacbe npr. 47a — 520 =89 ........ ... i 2 tocki
Izrazena Stevka a = 225589 1 tocka
Preoblikovanjeva = b+ 2 + 5(1;1) .................................................... 3 tocke
Ugotovitev,dad7delib—1 ..... ..o 3 tocke
SKIep b = 1 . 3 tocke
IzpisreSitvea =3Inb =1 ... .. . 2 tocki
4. nadin. Zapis a2b = 53 - (A 4+ b+ 2) + 3 ooiiii i 4 tocke
Zapis a2b = 1000 4 20 £ b« oottt 2 tocki
Zapis poenostavljene enacbe npr. 47a —52b =89 ........ ... ... 2 tocki
Zapis 47(a — D) = 89 4 5b .ot 4 tocke
Ugotovitev 89 + 50 =94 ... . i 3 tocke
IzraCun b = 1 .. . 3 tocke
IzpisreSitvea =3INb =1 .. ... 2 tocki
5.nadin. Zapis a2b =53 - (@ + D0+ 2) £ 3 o 4 tocke
Zapis a2b = 1000 4 20 4 B ..ottt ettt 2 tocki
Zapis poenostavljene enacbe npr. 47a —52b =89 ........ ... 2 tocki
Zapis 52(a — ) =89 4 DA .ot 4 tocke
Ugotovitev 89 4+ 5a = 104 . ... .o 3 tocke
IzraCun a = 3 ... o 3 tocke
IzpisreSitvea =3INb =1 ... ... 2 tocki

2. Enacbo preuredimo v

Vidr +1+5vV/z =1+ x

in jo potenciramo na 3, da dobimo
4o +1+5yx =143z + 3z + 7.

Enacbo sedaj poenostavimo in preuredimo v

r=(2—xz)Vr.

Po kvadriranju dobimo
v? = (4 — 4z + 2°)r.

Ceje = = 0, je enatba otitno izpolnjena. V nasprotnem lahko enatbo pokrajsamo z z in preure-
dimo v
2% —b5r +4=0.

Levo stran razstavimo
(x—1)(z—4)=0



Naloge za 2. letnik

in razberemo resitvi x = 1 in x = 4. Preizkus pokaZe, da sta reSitvi osnovne enacbe le x = 0 in
r =4

Opomba. Tekmovalec, ki ugane resitev z = 0 ali # = 4 in naredi preizkus, dobi 2 to¢ki za vsako
preverjeno resitev, skupaj najvec 4 tocke. Za uganjeno resitev brez preizkusa ne prejme nobene
tocke.

Preureditev enatbe v/4x + 1+ 5/ =14+ /T o ooiiii 1 tocka
Potencirana leva stran enabe 4x + 1 4 51/ ..o vuvniiin i 1 tocka
Potencirana desna stran enacbe (vsak ¢len 1 tocko) 1+ 3\/x + 3z +z/x ....... 1+1+1+1 tocka
Preoblikovanje enacbe v o = (2 — 2)\/T «.ooiiiii 1 to¢ka
Kvadriranje enatbe 22 = (4 — 42 4 Z2)T oo oooiin it 2 to¢ki
Preoblikovanje enalbe v 2 — 522 + 42 =0 ...o.iiiiiii 2 tocki
Izpostavljen skupni faktor z(z% — 5z 4+4) =0 . eouvirniiii i 1 totka
Preverjena resitev (brez preizkusa samo 1tocka) z =0 ........... ..., 2 tocki
Razcep (. — 1)(T —4) = 0 oot 1 tocka
Preverjeni reSitvi (brez preizkusa samo 2 tocki) v = lino =4 ......................... 4 tocke
ZapisreSitevenacbex = 0inaz =4 ... ... 1 tocka



68. matemati¢no tekmovanje
srednjesolcev Slovenije
17. marec 2022

Naloge za 3. letnik (reSitve)

1. Najprej opazimo, da mora biti « pozitivno $tevilo, sicer logaritmi niso definirani. Sedaj lahko
logaritma v enacbi poenostavimo. S prehodom na novo osnovo dobimo

log(48+/3)  log(2* - 3%)
log(2r)  log(2x)

long (48 \3/§> =

Z upostevanjem lastnosti log(ab) = loga + log b in lastnosti log(a®) = clog a dobimo

log(2%) + log(33) _ 4log2+3log3 4 3log2+log3

] 483 — — == —
085, (48V/3) log 2 + log « log 2 + log x 3 log2+logx

Na podoben nac¢in poenostavimo Se

log,, (16292) log(162¢/2)  log(3*-23) 4log3+2log2 4 3log3+log2
O = = = = - —
Bsz log(3x) log(3x) log 3 + log 3 log3+logx

Torej je dana enacb ekvivalentna enacbi

4 3log2+logd 4 3log3+log?2
3 log2+4logz 3 log3+logz '

Enacbo delimo s % in pomnoZimo z obema imenovalcema, da dobimo
(3log2 +log3)log 3 + (3log 2 + log 3) logz = (3log 3 + log 2) log 2 + (3log 3 + log 2) log x,
nato pa jo poenostavimo v

(2log2 — 2log 3) log x = (log 2)® — (log 3)%.

(log 2)2 —(log 3)2

log 2)2—(log 3)% - ¥ . . o o
(os2) —(os3)” i nato §e = 10 20ee2-1ee3) , kar je edina reitev enacbe.

2(log 2—log 3)
Ker moramo pokazati, da reSitev ni celo Stevilo, moramo eksponent poenostaviti. Stevec raz-
stavimo kot razliko kvadratov in nato upostevamo lastnosti logaritma, da dobimo

Od tod izrazimo log z =

(log2)? — (log3)?  (log2 +1log3)(log2 —log3) 1 )
= = —(log2+1log3) ==logb =1 6.
2(log 2 — log 3) 2(log 2 — log 3) 5 (log2 +log3) = 3 log og V6

Torejje z = v/6, kar ni celo Stevilo.
2.naéin. Ozna¢imo a = log,, (48V/3) = log,, (1623/2), pri éemer je o¢itno a # 0. Tedaj je
(2z)* =48¥/3=2*-37  in  (3x)* =3*.23.

i s . 4 4, 4_ 4 . 4 4.

Iz prve enacbe izrazimo 2z = 2 - 33 oziroma r = 2! - 334, iz druge pa 3z = 34 - 23« oziroma
4 4 .
x = 3a"1-23. Od tod sledi

4 4 4 4
a1.38 =3a71. 23,

kar lahko preuredimo do
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Naloge za 3. letnik

Ker sta eksponenta enaka, osnovi pa razli¢ni, je enakost izpolnjena le, ¢e sta eksponenta enaka

0. Torejje £ — 1 — 2 = 0. Enakost pomnoZimo s 3a in jo preuredimo v 8 — 3¢ = 0, od koder
] ] a 3a p 4 ] p

. o < a_ 151 L “ y
sledi a = . Od tod izra¢unamo $e z = 22! - 33 = 22 - 32 = /6, kar je edina reSitev enacbe.
Resitev ocitno ni celo Stevilo.

1. nac¢in
Prehod na osnovo 10 na levistranienacbe .................. ... .. ..o 1 tocka
Zapis imenovalca na levi strani kot vsoto logaritmov .............. ... .. ... 1 tocka

Zapis Stevca na levi strani kot linearno kombinacijo logaritmov z logaritmandoma 2in 3 ....2
tocki
Prehod na osnovo 10 na desni stranienacbe ................... ... ..o 1 tocka
Zapis imenovalca na desni strani kot vsoto logaritmov ............... . ... 1 tocka
Zapis Stevca na desni strani kot linearno kombinacijo logaritmov z logaritmandoma 2in 3 ..2
tocki

Odpravljeni ulomkivenacbi ........... ... 2 tocki
Izrazen log x = % ........................................................... 2 tocki

(log 2)2 —(log 3)? .
Izrazen x = 10 200827I083) e 2 tocki
Razstavljena razlika kvadratov ............ ... ... . 2 tocki
TZEACUNAN T = V6 v e e et e e e e e e e e e 4 tocke

Opomba: Ce tekmovalec uporabi namesto osnove 10 katerokoli drugo osnovo, tockujemo
analogno po zgornjem to¢kovniku.

2. nacin
Definicija @ = 1085, 48V/3 .« .ttt e 2 tocki
ZaPis (20) = A8/ 3 oo 2 tocki
ZaPis (32)% = 1628/ 2 « oottt 2 tocki
IzraZen x = 217! - 35 iz prveenacbe ....... ... i 3 tocke
Izrazen z = 32" - 23a iz druge enatbe .............c.oouiiiiiii i 3 tocke
Enadenje 211 - 33 = 35712 250 ...l 1 tocka
Poenostavitev do 25 71786 = 35 71780 e 1 to¢ka
Zapis%—l—%:0 .................................................................. 1 tocka
[Zralunan @ = § ... o 1 tocka
TZEACUNAN T = V6 v oo e et e e e e e e 4 tocke

2. Izraz 2° — 1 razcepimo kot razliko lihih potenc in dobimo
P —1l=(@-Da*+2*+22 +2+1) = (z - 1)p(x).
V tej enakosti sedaj © nadomestimo z 2*, da dobimo
(& = Dpla®) = (&) —1 = (&%) - 1.
Z uporabo razcepa a®* — 1 = (a — 1)(a*® + a + 1) obe strani enakosti razcepimo
(x—1)(2* + 2+ Dp®) = (2° — 1)(z" +2° + 1).
Ce upostevamo z° — 1 = (z — 1)p(x), lahko enatbo delimo z  — 1 in dobimo

(2% +z + 1)p(a®) = p(a) (2" + 2° + 1).
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Naloge za 3. letnik

Ce pokaZemo, da sta polinoma > + = + 1 in p(z) tuja, bo iz enakosti sledilo, da p(z) deli p(z?).
Najvegji skupni delitelj polinomov z? + 2 + 1 in p(z) deli tudi polinom

p(r) —2*(@* +z+ 1) =x+1

in posledi¢no tudi polinom (z2+xz+1) —z(z+1) = 1. Torej sta si polinoma tuja in zato polinom
p(z) deli polinom p(z?).

2. nacin. Kot v prvi resitvi izpeljemo enakost
(2 + 2+ 1)p(2°) = p(x) (2" +2” + 1).

Zadosta pokazati, da polinom z? + z + 1 deli polinom x'° + 2° + 1, saj potem sledi, da polinom
p(z) deli polinom p(z?). Polinom z* 4+ x + 1 ima dve razli¢ni kompleksni ni¢li, saj je njegova
diskriminanta enaka —3. Zato je dovolj pokazati, da sta obe njegovi nicli tudi nicli polinoma

10+ 2° 4+ 1. Naj bo z katerakoli ni¢la polinoma 2 + = + 1. Tedaj je 2* + z + 1 = 0 oziroma

z? = —z — 1. Z uporabo te zveze po vrsti izratunamo
24 (222:( =1 =224+22+1=(—2—-1)+22+ 1=z,
25 = =z-2=2" in

)
)

22 (2=t = 2

Od todsledi z'%+2°+1 = 2+22+1 = 2+ (—2—1)+1 = 0, zato je 2 tudi ni¢la polinoma x'*+°+1.
Torej sta obe ni¢li polinoma z?+x +1 tudi ni¢li polinoma z'°+z° +1 in s tem je dokaz zakljucen.

3. nacin. Kot v prvi resitvi izpeljemo enakost
(2 + 2+ 1)p(2°) = p(z)(a"® +2” + 1).

Zado$ta pokazati, da polinom 2? + z + 1 deli polinom z'* + 2° + 1. Z direktnim deljenjem
polinomov dobimo

P+ + D)@ +r+ D) =2 2" +2° -2+ -+ 1,

torej polinom 2?4z + 1 deli polinom z'° 4 2° +1 in posledi¢no polinom p(z) deli polinom p(z?).

4. nadin. Z direktnim deljenjem polinom p(z?) = 22 + 2% + 2% + 2% + 1 s polinomom p(z) =
z* 4+ 2* + 2 + x + 1 dobimo

2+ 22+ 28+ 22+ D) (@ 2P+ )= 2"+ -2t - L

Torej polinom p(x) deli polinom p(z?).

5. na¢in. Naj bo z katerakoli kompleksna ni¢la polinoma p(z). O¢itno je z # 1. Kot v prvi
re$itvi izpeljemo (z — 1)p(x) = 2° — 1. Ker je p(z) = 0, od tod sledi z°> — 1 = 0 oziroma 2° = 1.
Torej je z od 1 razlien peti koren enote. Ker so vsi peti koreni enote razli¢ni, ima polinom p(z)
Stiri razli¢ne nicle. Torej je dovolj pokazati, da je vsaka nic¢la polinoma p(x) tudi ni¢la polinoma
p(x*), saj bo tedaj sledilo, da polinom p(z) deli polinom p(z?).

Ceje 2 ni¢la polinoma p(z), je po zgornjem z° = 1in z # 1. Sledi (2%)° = (2°)® = 1> = 1, torej
je tudi z* peti koren enote. Vsi peti koreni enote razen 1 so nicle polinoma p(z). Torej zado$¢a
pokazati, da je 2* # 1, saj bo potem sledilo p(z*) = 0 in z bo ni¢la polinoma p(z?).

Denimo, da je 2* = 1. Zaradi z° = 1 tedaj sledi z? = 2° : 2® = 1 in posledi¢no z = 2% : 22 =1,
kar pa je protislovje. Torej je 2® # 1, s &imer je dokaz zakljucen.
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Naloge za 3. letnik

1. nac¢in

Zapisz® —1=(z—Dp(x)ali (2 —1)=(z—1)(a* + 2>+ 22 +x+1) ..o, 2 tocki
Zapisz'® — 1= (23 = 1)p(z?)alia®® — 1= (2 = D) (@2 + 2"+ 2%+ 234+ 1) ..., 2 tocki
Razcep 2® — 1= (& — 1)(Z% + T+ 1) «ortt it e 1 tocka
Razcep 2! — 1= (2% — 1)(20 4+ 25 4+ 1) o oo 2 tocki
Zapis enakosti (22 +z + 1)p(2?) = p(@) (@0 + 27+ 1) oo 2 to¢ki
Zapis sklepa: Ce sta 2> +  + 1 in p() tuja, sledi p(z) deli p(2®) ......ccooviniii.... 3 tocke
Zapis p(z) — (22 4+ 2+ 1) = T+ 1 i 4 tocke
Zapis (22 + 24+ 1) — (@ 4+ 1) =1 oot 4 totke
2. nacin

Zapisz® —1=(z—Dp(z)ali (2 - 1) =(z —D(a* + 22+ 22 + 2+ 1) ...oooiiiiii . 2 to¢ki
Zapisz'® — 1= (22 = Dp(a®)aliz?® —1=(2® - 1) (a2 + 2"+ 25 +2°+1) .......o.... 2 tocki
Razcep 2® — 1= (@ — 1)(Z% + T+ 1) cornitt e 1 tocka
Razcep a'® — 1= (2 — 1)(210 4+ 27 4+ 1) ooiri 2 totki
Zapis enakosti (22 +z + )p(z3) = p(@) (20 + 25+ 1) cooiii 2 tocki
Zapis sklepa: ni¢li polinoma z? + z + 1 morata biti ni¢li polinoma z'® + z° +1......... 3 tocke
[ZradUun 20 = 22 L 3 tocke
[zracun 210 = 2 3 tocke
[zradun 210 + 25 4 1 = 0 oo 2 tocki
3. nacdin

Zapisp(z®) = 22 + 29 + a0 + 23 4+ 1 oo 2 tocki
ZaPis P(T) = 2 to¢ki
Razcep 2® — 1= (2 — 1)(Z% + T+ 1) o ortt it e 1 tocka
Razcep 2! — 1= (2% — 1)(2™0 4+ 25 + 1) o oo 2 tocki
Zapis B) = LAl 2 tocki
Zapis (210 4+ 2% + 1) 1 (@2 4+ 24 1) oot 2 totki
Vsaki dve pravilni vrstici deljenja po 1 tocka (7*2 vrstici) ....................oo 7*1 tocka
Koli¢nik 28 — 27+ 2% — 2+ 23 —z 4+ linostanek 0 ..., 2 tocki
4. nadin

Zapisp(a®) = a2 + 2%+ a0 + a3+ 1 oo 2 tocki
Zapis (P + 2%+ 28+ 23 + 1) (2 + 2+ 2%+ x4+ 1) oo 2 tocki
Vsaka pravilna vrstica deljenja (14 vrstic)po 1 tocka ........................L 14*1 tocka
Koli¢nik 28 — 2" + 2% —a* + 23—z + linostanek 0 ..., 2 tocki
5. nacin

Zapisz® —1=(z—Dp(z)ali (2 - 1) =(z—1)(@* + 22+ 22 +x+1) ...ooooiiiiii. 2 tocki
Ugotovitev, da za poljubno ni¢lo z polinoma pvelja 2° =1 ... 2 tocki
Nicle polinoma p(z) so vsi peti koreni enoterazen 1 .................... ... ... 2 tocki
Zapis sklepa: &e je vsaka ni¢la p(z) nicla p(z?), sledi p(x) deli p(z3) ............oon.t. 3 tocke
Zapis (2*)” = (2°)® = 1% = 1 za poljubno ni¢lo z polinoma p ........................... 4 totke
Ugotovitev, da je tudi z* peti korenenote ..................coooiiiiiiiiiiiii 3 tocke
DOoKaz, daje 2% 7 1 .ottt 4 tocke



68. matemati¢no tekmovanje
srednjesolcev Slovenije
17. marec 2022

Naloge za 4. letnik (reSitve)

1. Izraz je definiran za tista realna Stevila z, za katera velja

2 —2 2 -2
x#3, x# -3, Tt >0, i >0, in \/I+ 2\/x

x—3 x+3 7 x—3 x+3

Neenacba 2 > 0 je izpolnjena, ¢eje  +2 > 0inz —3 > 0aliz +2 < 0inz —3 < 0. V
prvem primeru je z > 3, v drugem pa = < —2, torejje z € (—o0, —2]U(3, 00). Neenatba 22 > 0
je izpolnjena, ejex —2 > 0inz +3 > 0aliz —2 < 0inz + 3 < 0. V prvem primeru je
x> 2,vdrugem paz < —3, torejje x € (—oo, —3) U [2, 00). Ce upostevamo oba pogoja, dobimo

z € (—o0,—3) U (3,00).
Neenacbo
\/:E—l—Q >\/$—2
r—3 " Vx+3
a:+2_x—2 -0

r—3 x+3 7
Ulomka postavimo na skupni imenovalec, da dobimo

kvadriramo in preoblikujemo v

10x
—3)z+3) ="

Kerje z € (—o0,—3) U (3,00), je (z — 3)(z + 3) > 0, zato sledi = > 0. Kon¢na resitev je torej
x € (3,00).

2. natin. Pomagamo si z izrisom grafov racionalnih funkcij f in g s predpisoma f(z) = £
in g(x) = 2. Funkcija f ima ni¢lo pri = —2, pol pri # = 3 in vodoravno asimptoto y = 1,
funkcija ¢ pa ima ni¢lo pri x = 2, pol pri z = —3 in vodoravno asimptoto y = 1. Izraz v nalogi

je definiran za tiste x, za katere je f(z) > 0in g(z) > 0, hkrati pa mora veljati \/f(z) > \/g()
oziroma ekvivalentno f(x) > g(x). Z grafa razberemo, da so to = € (3, c0).

9(@)
ettt bt
1. nadin.
Zapis POGOJEV T 7 3, T 7 =3ttt 1 tocka
Zapis pogojev.  ZEX >0, L2 >0 ...l 1 totka
Zapispogoja (/T2 >\ JE 1 totka
Obravnava neenacbe 2 > 0 (v celoti pravilen zapis pogojev ali v celoti pravilna grafitna
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Naloge za 4. letnik

predstavitev) ... 2 tocki
Ugotovitev & € (—00, =2 U (3,00) . vuiiintii i 2 tocki
Obravnava neenatbe £2 > 0 (v celoti pravilen zapis pogojev ali v celoti pravilna grafi¢na
predstavitev) ......... . 2 tocki
Ugotovitev & € (—00, =3) U [2,00) .ttt 2 tocki
Zapis skupne resitve € (—00, =3) U (3,00) «vnrnininiriii e 1 tocka
Kvadriranje in preoblikovanje neenatbe 22 — L2 >0 ... 1+1 tocka
Preureditev v (w_gl)()% B O 2 toc¢ki
Utemeljensklep x > 0 ... i 3 tocke
Koncna resitev je torej € (3,00) ...o.iuiiiiiiiii 1 tocka
2. nadin.

NariSe graf funkcije f (ni¢la 1 tocka, pol 1 tocka, asimptota 1 tocka, vsaka narisana veja 1 tocka)
5 tock
NariSe graf funkcije g (ni¢la 1 tocka, pol 1 tocka, asimptota 1 toc¢ka, vsaka narisana veja 1 tocka)
5 tock

Zapis pogoja, daje f(z) > 0ing(z) >0 .oooiiiii 2 tocke
Sklep, da mora biti \/f(z) > \/g(x) <o 2 tocke
UgotoviteV f(z) > g(&) oo 1 to¢ka
Zapis TeSItVE T € (3,00) .« . vttt 5 tock

2. 1. nadin.

(a) Mislimo si, da je na polici 10 prostih mest za knjige. Najprej postavimo 4 matemati¢ne
knjige skupaj na 4 zaporedna mesta. Levo od teh knjig je lahko med 0 in 6 prostih mest, torej
lahko to storimo na 7 nacinov. Na preostalih 6 prostih mest lahko postavimo 2 fizikalni knjigi
na (3) = 15 nadinov. Za postavitev kemijskih knjig nimamo vet izbire. Skupaj imamo torej
7 - 15 = 105 razli¢nih razporeditev.

(b) Najprej prestejmo, na koliko na¢inov lahko postavimo 4 matemati¢ne knjige. Razmisljajmo
takole. Na polico najprej skupaj postavimo vse 4 matemati¢ne knjige, nato pa med njih razpo-
redimo Se 6 prostih mest za ostale knjige. Med vsaki 2 zaporedni matemati¢ni knjigi moramo
postaviti po 1 prosto mesto, zato da nobeni 2 matemati¢ni knjigi ne bosta skupaj. Za preostala
3 prosta mesta imamo 5 moznih pozicij: levo od vseh matemati¢nih knjig (1 pozicija), med dve
zaporedni matemati¢ni knjigi (3 pozicije) ali desno od vseh matemati¢nih knjig (1 pozicija).
Torej na 5 pozicij postavljamo 3 prosta mesta, pri ¢emer lahko na isto pozicijo postavimo ve¢
prostih mest (to le pomeni, da bo ve¢ prostih mest skupaj). Imamo ve¢ moznosti. Ce vsa 3
prosta mesta postavimo na isto pozicijo, imamo 5 moznosti. Ce 2 prosti mesti postavimo na
isto pozicijo, tretje pa na neko drugo, imamo 5 - 4 = 20 moZnosti. Ce pa vsa 3 prosta mesta
postavimo na razli¢ne pozicije, imamo (3) = 10 moznosti. Skupaj je torej 5 + 20 + 10 = 35
moZnosti. S tem so vse 4 matemati¢ne knjige postavljene, med njimi pa je Se 6 prostih mest.
Podobno kot v tocki (a) preostalih 6 knjig lahko razporedimo na 15 razli¢nih nacinov. Skupaj
imamo torej 35 - 15 = 525 razli¢nih razporeditev. 2. nacin.

(a) Ker morajo biti vse 4 matemati¢ne knjige skupaj, si jih lahko mislimo kot en blok, vsaka
kemijska in vsaka fizikalna knjiga pa je svoj blok. Tedaj moramo v vrsto razporediti 7 blokov,
1 matemati¢nega, 2 fizikalna in 4 kemijske. Ker gre za permutacije s ponavljanjem, je moznih
razporeditev 12— = 105.

(b) Obravnavajmo dva moZnosti. Denimo najprej, da skrajna desna knjiga ni matemati¢na.
Tedaj lahko vsaki matemati¢ni knjigi pridruzimo prosto mesto na desni strani in ta par obrav-
navamo kot en blok. Na tem prostem mestu ne sme stati druga matemati¢na knjiga. Torej
imamo 4 bloke (s po 2 mesti) in dodatno Se 2 prosti mesti, ki jih moramo razporediti v vrsto.

Ker gre za permutacije s ponavljanjem, lahko to naredimo na ;5; = 15 razli¢nih naginov. S tem
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smo razporedili matemati¢ne knjige in med njih Se 6 prostih mest. Na teh 6 prostih mest lahko
razporedimo 2 fizikalni in 4 kemijske knjige na 2, L = 15 razli¢nih naginov, saj gre zopet za per-
mutacije s ponavljanjem. Vseh razporeditev, pri katerih skrajna desna knjiga ni matematicna,
je torej 15-15 = 225. PreStejmo Se razporeditve, pri katerih je skrajna desna knjiga matemati¢na.
V tem primeru lahko to knjigo odmislimo in sklepamo podobno kot prej, saj izmed preostalih
9 knjig najbolj desna ne sme biti matemati¢na. Preostalim 3 matemati¢nim knjigam pridruzimo
prosto mesto na desni strani, da dobimo 3 bloke, dodatno pa imamo Se 3 prosta mesta. Te 3
bloke in 3 prosta mesta lahko razporedimo v vrsto na 3, 3, = 20 razli¢nih nac¢inov, nato pa na
desni dodamo Se zadnjo matemat1cno knjigo. Na preostalih 6 prostih mest lahko razporedimo
2 fizikalni in 4 kemijske knjige na 4, 2, = 15 razli¢nih nac¢inov. Vseh razporeditev, pri katerih je
skrajna desna knjiga matematicna, je torej 20 - 15 = 300. Vseh pravilnih razporeditev knjig pa
je skupaj 225 4 300 = 525.

1. nadin.

(a) Ugotovitev, da lahko matemati¢ne knjige v vrsto postavimo na 7 na¢inov .......... 2 tocki
Izratun postavitev preostalih knjig (3) = 15 na¢inov (podobno: (§) =15) .............. 2 tocki
Izrac¢un vseh moZznih postavitev 7-15 =105 ........ ..o i 1 tocka

(b) Uporabi tehniko reSevanja, zapisano v resitvah ali tehniko sistemati¢ne razporeditve knjig
2 tocki

Ugotovitev, da je Stevilo moZnosti za postavitev matemati¢nih knjig 35 ................. 8 tock
(Opomba. Zgornjih 8 tock dobi tudi v primeru, ko si sistemati¢no zapiSe vseh 35 moZnosti za
postavitev matematic¢nih knjig oz. za vsakih 5 zapisanih razporeditev dobi 1 tocko ter dodatno
tocko za zapis Stevila vseh razporeditev.)

Preostale knjige lahko razporedimona 15 na¢inov ... 2 tocki
Skupajje 525 razporeditev ....... ... 3 tocke
2. nacin
(@) o 2, TR 4 tocke
Izracun Stevila vseh moZnosti 105 ... ... 1 tocka
(b) Uporabi tehniko reéevanja, zapisanovreSitvah .......... ... .. ool 2 tocki
= 0 1+1 tocka
Obravnava prve mozZnosti ﬂ = D 1+1 tocka
Izracun 225 razporeditev ........ ... ... 1 tocka
Obravnava druge moznosti zp5 3, T =20 1+1 tocka
Obravnava druge moZnosti 4,62, = LD e 1+1 tocka
Izracun 300 razporeditev ...... ... ... i 1 tocka

Skupajje 525 razporeditev ... 3 tocke



