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69. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 20. marec 2025

Naloge za 1. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Poisci vse pare realnih Stevil z in y, ki resijo sistem enacb

4
z 4,
6 vy
18 vy
— + = =5.
x+2
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B2. Poisci vsa trimestna $tevila abe, deljiva z 9, za katera velja

abe = a® + b + 3.



69. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 20. marec 2025

Naloge za 2. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Naj bosta a in b razli¢ni pozitivni realni Stevili. Ozna¢imo

3 3

az + b2 a—2b 1 1
A= ~27%  in B=—— .

a—b  qz4b2 Vb Va

Pokazi, da sta A in B obratni si Stevili.
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B2. Dan je trikotnik ABC. Toc¢ke P, R in S leZijo zaporedoma na stranicah AB, BC'in C'A, tako

PRS sovpadata.



69. matemati¢no tekmovanje

srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 20. marec 2025

Naloge za 3. letnik
Cas resevanja: 45 minut.
B1. Naj bo a realno $tevilo. Oznacimo re$itvi enacbe 2 + 2v3ax — x = —3a?® 4 4a z z, in .

(a) Doloc¢i vrednost realnega Stevila a, tako da bo z; = x,. Rezultat izrazi z racionaliziranim
ulomkom.

(b) Doloti vrednost realnega Stevila a, pri katerem bo produkt x5 najmanjsi moZen.

(© 2025 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



B2. Dan je pravokotni trikotnik ABC' s pravim kotom pri A in hipotenuzo dolzine |BC| = 1.
Tocki T; in T5 razdelita hipotenuzo BC na tri enake dele, pri ¢emer 7} lezi med B in T5.

(a) Dokazi, daje |AT|? + |ATy[? = 2.

(b) Izratunaj |AT:|, ¢e je AT\T; pravokotni trikotnik s pravim kotom pri 7.



69. matemati¢no tekmovanje
srednjeSolcev Slovenije
Odbirno tekmovanje, 20. marec 2025

Naloge za 4. letnik

Cas resevanja: 45 minut.

B1. Naj bo a,, zaporedje, za katerega velja a; = 3, as = 5 in a,, 12 = 2a,+1 — a,, za vsako naravno
Stevilo n.

(a) Izrac¢unaj a;.
(b) Dokazi, da je zaporedje a, aritmeti¢no.

(c) Izra¢unaj a; + as + ag + ... + agpgs in rezultat zapisi z naravnim Stevilom.

(© 2025 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



B2. Hkrati vrZzemo n postenih igralnih kock, kjer je n neko naravno Stevilo.

(a) Koliksna je verjetnost, da padeta natanko 2 Sestici, ¢e je n = 5? Verjetnost izrazi z okrajsa-
nim ulomkom.

(b) Koliko naj bo n, da bo verjetnost, da pade natanko 1 Sestica, najve¢ja mozna?



69. matemati¢no tekmovanje
srednjesolcev Slovenije
17. marec 2022

Naloge za 1. letnik (reSitve)

1. V obeh enacbah odpravimo ulomke in dobimo ekvivalenten sistem enacb

ry + 24 = 12y,
xy + 36 = 10z.

Od druge enatbe odstejemo prvo, da dobimo 12 = 10z — 12y. Od tod izrazimo z = 220 =
8y 4 £. Ko to vstavimo v prvo enatbo, dobimo 2y* + 2y + 24 = 12y. Enac¢bo pomnoZimo s 2,
da dobimo y* + y + 20 = 10y, in jo preuredimo v y* — 9y + 20 = 0. Izraz na levi strani enacbe
razcepimo (y — 4)(y — 5) = 0 in razberemo resitvi y; = 4 in y, = 5. 1z enacbe za x izratunamo
éexl = 611'11‘2 = %

Sistem enalb torej resita para z; =6, y; = 4inzy = L, yp = 5.

2. nac¢in. V obeh enacbah odpravimo ulomke in dobimo ekvivalenten sistem enacb

Ty + 24 = 12y,
xy + 36 = 10z.

Od druge enacbe odstejemo prvo, da dobimo 12 = 10z — 12y. Od tod izrazimo y = %212 —
2z — 1. Ko to vstavimo v drugo enatbo, dobimo 2z* — z + 36 = 10x. Ena¢bo pomnozimo s 6,
da dobimo 5% — 6 + 216 = 60z, in jo preuredimo v 5z% — 66z + 216 = 0. Izraz na levi strani
enacbe razcepimo (52 — 36)(z — 6) = 0 in razberemo resitvi z; = 6 in z, = 2. Iz enacbe za y
izraCunamo Se y; = 4 in y, = 5.

Sistem enacb torej reSita para x; =6, y; =4inzy = %, Yo = b.
3. nadin. Iz prve enacbe izrazimo z = 12 — 2 = % in to vstavimo v drugo enacbo, da

dobimo !
18y

12y —24

Enacbo pomnoZzimo z 12y — 24 in dobimo

Y
= =5.
2

18y 4 y(6y — 12) = 5(12y — 24)

oziroma
6y2 + 6y = 60y — 120.

Enacbo delimo s 6 in jo preuredimo do y* — 9y + 20 = 0. Od tu dalje postopamo kot v prvi
reSitvi.
4. nadin. Iz druge enacbe izrazimo y = 10 — 2 = 102=36

o in to vstavimo v prvo enacbo, da
dobimo

x n 4x B
6 10z —36
Enac¢bo pomnozimo s 6(10x — 36) in dobimo

2.

z(10x — 36) + 24z = 12(10x — 36)

oziroma

102% — 122 = 1202 — 432.
Enatbo delimo z 2 in jo preuredimo do 522 — 66z + 216 = 0. Od tu dalje postopamo kot v drugi
reSitvi.
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Naloge za 1. letnik

Odprava ulomkov v obehenacbah .............. ... . . . i 2 tocki
Zapisenacbe 12 = 102 — 12y . ...t 2 tocki
IzraZenaneznanka @ ....... ... .. 1 tocka
Zamenjava neznanke x v prvienacbi ............. ..o 2 tocki
Preureditev enacbe v 42 — 9y +20 = 0 ..ottt 3 tocke
Razcep (y —4)(y —5) =0inreSitviy; =4inys =5 ... 442 tocki
Izratunz; = 6ina, =30 .o o 2+2 to¢ki
2. nacin. Odprava ulomkov vobehenacbah ............................... 2 tocki
Zapisenacbe 12 = 102 — 12y ..ot 2 tocki
[zrazena neznanka §f .........ouiii it 1 tocka
Zamenjava neznanke y vdrugienacbi ........... ... i 2 tocki
Preureditev enatbe v 522 — 662 + 216 = 0 ...o.ueinnein et 3 totke
Razcep (52 —36)(z —6) = Oinresitvia; = 6ina, =30 ... 4+2 tocki
[ZraCun 41 = 4N Yo = 5 ettt e 2+2 tocki
3. nacin. Iz prve enacbe izraZenaneznanka x .............. ... ... 2 tocki
Zamenjava neznanke x vdrugienacbi ............ .. ..o 2 tocki
Odprava ulomkov, preoblikovanje do 18y + y(6y — 12) = 5(12y —24) ................. 3 tocke
Preureditev enacbe v 42 — 9y +20 = 0 ..oviriii i 3 tocke
Razcep (y —4)(y —5) =0inreSitviy; =4inys =5 ... 4+2 tocki
Izratunz; = 6ina, =20 Lo o 2+2 tocki
4. nacin. Iz prve enacbe izraZenaneznanka y ................ ... 2 tocki
Zamenjavaneznanke y vprvienacbi ........ ... ... 2 tocki
Odprava ulomkov, preoblikovanje do z(10x — 36) + 24z = 12(102 — 36) ............... 3 tocke
Preureditev enatbe v 522 — 662 + 216 =0 ......vtrntit e 3 tocke
Razcep (5z — 36)(z — 6) = OinreSitvia; =6ina, =30 ... 4+2 tocki
[ZraCun 41 = 4N Yo = 5 ettt e 2+2 tocki

2. Ker je $tevilo abc deljivo z 9, je vsota a + b + ¢ deljiva z 9. Enacbo lahko preoblikujemo v
ab0 = a® + b? + ¢ — c. Ker sta c in ¢® enake parnosti, je ¢ — ¢ sodo stevilo. Ker je ab0 prav tako
sodo stevilo, mora biti tudi a® + b* sodo $tevilo. Torej sta a in b enake parnosti.

Ceje a > 3, potem je a® > 3% = 729. Sledi abc > 729 in zato je a > 7. Toda potem je
a > 7% > 1000 > abc, kar je protislovje. Torejje a = 1 ali a = 2.

Denimo, da je a = 1. Tedaj je tudi b liha Stevka.

e Ceje b = 1, mora biti ¢ = 7, dabo a + b + ¢ deljivo z 9. Toda to ni resitev, saj je ¢* = 343 >
200 > abc.

e Ceje b = 3, mora biti ¢ = 5, dabo a + b + ¢ deljivo z 9. To je reitev, saj je a® + b*> + ¢* =
1+9+125=135.

o Ceje b = 5, na enak natin sklepamo, da je ¢ = 3, kar pa ni resitev saj je a® + b* + ¢* =
1425+ 27 < 100 < abe.

e Cejeb="7,sledic =1, Kkar ni reitev, sajje a® + b*> + ¢* = 1 + 49 + 1 < 100 < abe.
e Cejepab=9,dobimo c = 8, kar zopet ni regitev, saj je ¢* = 512 > 200 > abc.
Denimo, da je a = 2. Tedaj je tudi b soda stevka. Sklepamo podobno kot prej.

e Ceje b= 0, mora biti ¢ = 7, kar nam da protislovje ¢* = 343 > 300 > abc.



Naloge za 1. letnik

Ceje b = 2, sledi c = 5, kar ni regitev, saj je a® + b + ¢* = 64 + 4 + 125 = 193 < 200 < abe.

Ceje b = 4,je c = 3, kar zopet ni resitev, saj je a® 4 b* + ¢* = 64 + 16 + 27 = 107 < 200 < abc.

Ceje b = 6, sledi ¢ = 1, kar vodi v protislovje a® 4 b + ¢ = 64 + 36 4+ 1 = 101 < 200 < abc.

Cepajeb =28, je c =8, kar zopet vodi v protislovje ¢* = 512 > 300 > abc.

Edina resitev naloge je torej Stevilo 135 oziromaa = 1,0 = 3inc = 5.

2. nadin. Izraz a® lahko zavzame vrednosti 0, 1, 64, 729, 4096.... Stevka a ne more biti enaka 0,
saj tedaj $tevilo abc ni trimestno. Stevka a ne more biti enaka 3, saj je tedaj vsota a® 4 b? + ¢
vedja ali enaka 729 in ne more biti oblike 3bc. Stevka a tudi ne more biti ve&ja od 3, saj je tedaj
vsota a® + b? + ¢® vegja ali enaka 4096 in zato ni trimestno $tevilo. Preostaneta dve moZnosti,
a = 1ali @ = 2. Pri vsaki izmed njiju sistemati¢no preverimo vse moZne vrednosti Stevke c.
Ko je tevka c izbrana, tevko b dolo¢imo iz pogoja, da je Stevilo abc deljivo z 9, kar pomeni,
da je vsota a + b + ¢ deljiva z 9. Nato izratunamo levo in desno stran enakosti, L = abc in
D = a® + b* + ¢3, ter preverimo, ali sta enaki.

Najboa = 1.

e Cejec=0,jeb=8, L =180in D = 15 4 8% + 0% = 65. V tem primeru je L # D.
° éejec:1,jeb:7,L:17linD:16~|—72—|—13:51.VtemprimerujeL7éD.
e Cejec=2,jeb=6,L =162in D = 16 4 6> + 23 = 45. V tem primeru je L # D.
e Cejec=3,jeb=>5,L=153in D = 1° 4 5% + 3% = 53. V tem primeru je L # D.
o Cejec=4,jeb=4,L=144in D = 1%+ 42 4+ 43 = 81. V tem primeru je L # D.

° (V:ejec = 5,_jeb =3,L=135in D = 154+ 32 + 5% = 135. V tem primeru je L = D, kar nam
da resitev abc = 135.

e Cejec>6,je D > 216 in zato ne more biti oblike Tbc.
Najbo a = 2.

e Cejec=0,jeb=7,L=270in D = 20 + 7> + 0> = 113. V tem primeru je L # D.
e Cejec=1,jeb=06,L =261in D =254 6> + 13 = 101. V tem primeru je L # D.
e Cejec=2,jeb=>5,L =252in D = 26 4 5% + 23 = 97. V tem primeru je L # D.
e Cejec=3,jeb=4,L =243in D = 26 4 4% + 3> = 107. V tem primeru je L # D.
o Cejec=4,jeb=3,L=234in D = 2° + 32 + 4% = 137. V tem primeru je L # D.
e Cejec=5,jeb=2,L=225in D =264 22 + 5% = 193. V tem primeru je L # D.
e Cejec=6,jeb=1,L =216in D = 26 4 12 + 6% = 281. V tem primeru je L # D.

o Ce je ¢ > 7,je D > 343 in zato ne more biti oblike 2bc.



Naloge za 1. letnik

Edina reSitev naloge je torej Stevilo 135 oziromaa =1,b=3inc = 5.

Zapisa+b+cjedelfivoz 9 .. ... 1 tocka
Preoblikovanje enacbe v ab0 = a® + b2 4¢3 — ¢ .o 2 tocki
Sklep, daje ¢® — ¢S0dO SteVIIO ... ...ttt 1 tocka
Ugotovitev, dastaainbenake parnosti ................. ..o i 2 tocki
Utemeljena ugotovitev, da a ne more biti ve¢jiod tri ..................... ... 3 tocke
Sistematicno preveri vsemoznostizaa =1................... ... 1+1+1+1+1 tocka
Sistemati¢no preveri vse moznostizaa =2 .......... ... oo 1+1+1+1+1 tocka
Zapis reSitev je Stevilo 135 oziromaa =1, b=3inc=5 ............ ... 1 tocka

Opomba. V primeru, da tekmovalec najprej utemelji, da je a = 1 ali a = 2 in nato sistemati¢no
preveri vse moznosti za b in ¢, prav tako dobi vse tocke.
2. nadin.

Utemeljitev, daanemorebiti3alivel .............. . i 4 tocke
Vsaka preverjena moznost pol1tocko ........... ... 15 tock
Zapisan OAGOVOT .. ... ... i 1 tocka



69. matemati¢no tekmovanje
srednjesolcev Slovenije
17. marec 2022

Naloge za 2. letnik (reSitve)

1. Ulomka v izrazu za B postavimo na skupni imenovalec in dobimo

Va-vb_ a— b
Va-vb Vab

V izrazu za A najprej potence zapiSemo s koreni

av/a + bv/b _a=b
a—b Va+vb

Drugi ulomek razsirimo s \/a — Vb, da dobimo

@+ Vb (o= b)(ya-h)
a—>b a—>b

Ulomka postavimo na skupni imenovalec in Stevec poenostavimo

ay/a+bvb— (a—b)(va— Vb)

B

A=

A:

A:

a—">b
_aya+bvb—aya+avb+by/a—bvb
B a—2>b
avb+bya
- a—b

V $tevcu izpostavimo v/ab imenovalec pa zopet razcepimo kot razliko kvadratov
Vab(v/a +/b)
(Va+vb)(va—vb)
Ker je /a + v/b > 0, lahko ulomek okrajsamo in dobimo

Ao Yob 1
_\/_—\/I;_B'

Torej sta A in B obratni si Stevili.
2. nacin. Na enak nacin kot v prvi resitvi izrazimo

Va-vb Vab
Vizrazu za A potence zapiSemo s koreni nekoliko drugace
(Vay + (Vo) a-b
a—b Va+ Vb
Sedaj izraz (v/a)® + (v/b)? razcepimo kot vsoto kubov, izraz a — b = (v/a)? — (v/b)? pa kot razliko

kvadratov, da dobimo

(Va+ vh((Va)? - vavb + (Vb))  (Va+Vb)(Va-vb)

(Va+Vb)(va—vb) Va+ b

A:

(© 2025 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji oli



Naloge za 2. letnik

Ker je v/a + v/b > 0, lahko ulomka okrajsamo in izraz poenostavimo

SO (Vi

a—/avb+b— (va— Vb)?

A:

va—vb
Ca—vavb+b—a+2y/avb—b
Va— b
V@
va— Vb

Od tod sledi AB = 1, torej sta A in B obratni si Stevili.
Zapis B = %5 ..................................................................... 3 tocke
Zapis s koreni A = a“/gfg\/g — \/gi/é’ raz8iritev na enaka imenovalca A = “\/gfg\/g — (“*b)gﬁ*ﬁ)
3+3 tocke Jitbva N JaE

¥ __ avb+by/a v _ ab(y/a++v/'b) .. v o ab v
Izra¢un A = ===, razcep Stevca A = Tarvh(va_vp) nizratun A= NV AREEEE 3+3+3 tocke
Ugotovitev A = % ..................................................................... 2 tocki
2. nacin.
Zapis B = \/a\/:Tb\/E f .................................................................... 3 tocke

; _ (Va)P+(vb)? a—b %
Zapis A = — Yy LR LR TP TP TP R RPER PR PRy 4 tocke

X : : _ (Varvh)((Va)’—vavb+(vh)?)  (Vatvh)(Va—vb) %

Razcep Stevca ? razcep imenovalca A = NN NI .. 4+4 tocke

% _ ab v
Izra¢un A = D 3 tocke
Ugotovitev A = % ..................................................................... 2 tocki

Oznacimo s T tezis¢e trikotnika ABC in s T tezis¢e trikotnika PRS. Z uporabo krajevnih
vektorjev izrazimo
T = %(FA + 7 +T0)-
Za krajevni vektor tocke P velja
Pp =74+ 2AB.
Z uporabo zveze AB =7 s — 74 dobimo

FPZFA—i-%(FB—FA):}l

2



Naloge za 2. letnik

Na podoben nacin izrazimo Se

- = 3 Y = 3/ = hond _ 1= 3

TR—T’B—l—ZB —7’B+Z(C—T’B)—Z7’B+ZT’C7
N _ 3,4 = 3= = 1= 3=
7’5:7’04-10 :TC—FZ(A—?”c):Z c+3Ta

Od tod sledi
7 = 5(Fp + Tr+ Ts) = 5(Fa + 7z + 7¢).
Torej je 7y = 7 oziroma T' = T".

2. naéin.
C

R
I I

A J3 B

2394

visini trikotnikov ABT in ABC na stranico AB v razmerju 1 : 3, zato sta tudi njuni plosc¢ini v
razmerju papr : papc = 1 : 3. Kerje |AP| : |PB| =1 : 3,je |AP| : |AB| = 3 : 4, zato je tudi
papr : papr = 3 : 4, saj imata trikotnika APT in ABT skupno viSino skozi oglis¢e 7. Od tod
sledi
_ 3 _ 3.1 _ 1
PAPT = 4PABT = 4 - 3PABC = ;PABC-

Na podoben nacin sklepamo, da je
_ 1 _ 1 1 1
Pars = 3PATC = 7 3PABC = 13PABC

in
1 _ 3
" 2PABC = 1gPABC-

o

Paps = %pABS =
Torej je
PSPT = PAPT + PATS — PAPS = (i + % - 13_6)pABC = 4_7SPABC-

Vv v

Zaradi simetrije na enak nacin sledi $e pprr = prsr = %p apc. Oznacimo z R’ preseciSce premic
RT in SP. Ker imata trikotnika PRT in RST skupno stranico RT in enaki plos¢ini, imata tudi
enaki vi$ini na stranico RT". Ti dve visini sta hkrati tudi visini trikotnikov PRR’ in RSR' na
skupno stranico RR'. Torej sta plos¢ini teh dveh trikotnikov enaki. Ker pa imata trikotnika tudi
skupno visino skozi oglis¢e R, sta njuni stranici PR’ in SR’ enako dolgi. Torejje R’ razpolovisce

tudi premici ST in PT teziS¢nici trikotnika PRS, torej je T tezisce tega trikotnika.
3. naéin. Uporabimo koordinatni sistem in to¢ke zapis$imo s koordinatami. Ozna¢imo A(a4, az),
B(b1,by) in C(cq, c2). Tedaj ima tezisce T trikotnika ABC koordinate

T a1+b1+01 a2+b2+62
3 ’ 3 '

Razpoloviste K daljice AB ima koordinate K (212, %21%2) totka P pa je razpoloviste daljice
K B, zato ima koordinate

p (_a1—2|—b1 —|—bl a2—2i_b2 +bg> _p ((Il —|—3bl (05} +3b2)

2 7 92 ) U 4 7 4

3



Naloge za 2. letnik

Podobno sklepamo, da ima razpolovis¢e L daljice BC' koordinate L (%4<, 21<) in totka R

koordinate
R <bl + 301 bg + 3CQ>

4 7 4

ter da ima razpolovis¢e M daljice CA koordinate M (£, 2£22) in tocka S koordinate

g 1+ 3a1 co + 3as
4 4 ’

Tezis¢a 1" trikotnika PRS ima torej koordinate

T/ (al—&fh + bl—lfcl + 01—23(11 ag—Zsz + b2-z302 + 02-23(12> _ T, (al +b1 +c1 ay +bQ —|—C2)
3 ’ 3 3 ’ 3 ’

OdtodslediT =1T".

Uporaba vektorjev in zapis 7p = %(F A TB A T0) ot 1+2 tocki
Zapis 7'p = T4 + %AE inizradun 7p = 1Fa 4+ 375 ..o 143 tocke
Zapis 7'r = T'p + %B?] inizratun rp = 175+ 37c ..o 1+3 tocke
Zapis r's = ¢ + %C’HA inizratun rg = %(FA F 7B A TC) e 1+3 tocke
Zapis 7 = 5 (Fp + T + T's) inizradun 7y = $(Fa + T +70) covviiiiiiiiiii s, 1+4 tocke

2. nadin.

Upostevanje, da teZis¢e razdeli teZiS¢nico v razmerju 1 : 2in papr : papc =1:3 ..... 1+2 tocki
Izracun papr = %pABT = % : %pABC = %pABC ........................................... 3 tocke
Izracun pars = %pATc = é : %PABC = %?)QpABC .......................................... 3 tocke
Izracun Paps — ZpABS =7 ZpABC = EPABC .......................................... 3 tocke
[ZEQEUN PSPT = JRDABC v v v e et e et e et e et 3 tocke
Zapis PPRT — PRST — %pABC ......................................................... 1 tocka
Ugotovitev, da sta plos¢ini trikotnikov PRR' in RSR' enaki in |PR'| = |SR/| in, da je RT
teziSénica trikotnika P RS . ... e 1+1+1 tocka
Sklep, da so RT, ST in PT tezis¢nice trikotnika PRS, torej je T teZiSCe tega trikotnika. 1 tocka
3. nadin.

Zapis tock A, B, C's koordinatami in zapis 7' (“fhter satbetea) 142 toc¢ki
Zapis razpolovisca K (4t 2212) daljice AB in izradun P (93 ef3te) 143 totke
Zapis razpolovista L (1< 242) daljice BC in izratun R (X43a batde) 1+3 tocke
Zapis razpolovisca M (9t4 2te2) daljice C'A in izradun S (934 etde) 1+3 tocke
Uporaba formule za tezis¢e trikotnika PRS in izragun 77 (4t8ta etlete) 1+4 tocke




69. matemati¢no tekmovanje
srednjesolcev Slovenije
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Naloge za 3. letnik (reSitve)

1.

(a) Enacbo preoblikujemo v 22 + (2v/3a — 1)z + (3a® — 4a) = 0. Ker je to kvadratna enacba, sta
njeni resitvi enaki natanko tedaj, ko je njena diskriminanta enaka 0, torej

(2v/3a —1)? — 4(3a® — 4a) = 0.

Odpravimo oklepaje 124> — 4v/3a + 1 — 12a* 4 16a = 0 in enabo poenostavimo do (16 —
4v/3)a + 1 = 0. Od tod izrazimo

1 1 443

T 16-4v3  4(4—3) 52

(b) Ker sta resitvi enacbe z; in 5, vodilni koeficient kvadratne funkcije na levi strani enacbe pa
je 1, je enatba ekvivalentna enacbi (x — z1)(z — x9) = 0 oziroma z* — (21 + x2)x + x125 = 0.
Torej je z122 = 3a* — 4a. Izraz 3a* — 4a predstavlja kvadratno funkcijo v spremenljivki a,
zato doseZe najmanj$o vrednost v temenu. Ker je

3" — da = 3(a” — 50) = 3((a = §)* = §),
je najmanjSa vrednost doseZena, ko je a = %
2. nacin.

(a) Enacbo preoblikujemo v 22 + (2v/3a — 1)z + (3a* — 4a) = 0. Po formuli za re§itvi kvadratne
enacbe dobimo

~(2v3a 1) £ 1/(2v3a - 1)? - 4(3a — 4a)
. .

T2 =

Iz 21 = x5 sledi (2v/3a — 1)? — 4(3a® — 4a) = 0. Ena¢bo re$imo na enak nacin kot v prvi
reSitvi.

(b) Produkt x5 je enak

~(2v3a— 1) +/(2V3a — 1)? — 4(3a2 — da) —(2v/3a — 1) — \/(2/3a — 1)* — 4(3a2

— 4a)

T = 2 2
_ (2v3a —1)? — ((2V/3a — 1)? — 4(3a® — 4a))
4
= 4(3a2——4a) — 3a® — 4a.

4

Ker je ;22 kvadratna funcija v spremenljivki a, doseZe najmanjSo vrednost v temenu. Ker
sta nicli funkcije 3a? — 4a = a(3a — 4) enaki a; = 0in a; = 3, je njeno teme v tocki “F%2 = 2

:-
Produkt 2z, bo najmanj$i moZen, ko je a = 2.
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Naloge za 3. letnik

(a) Enacenje z ni¢, npr. 2% + (2v/3a — 1)z + (302 —4a) =0 covvieeeiiiiiii 1 totka
Ugotovitev D = 0 ter zapis (2v/3a — 1) —4(3a? —4a) =0 ...ovvvvvrreeniiii... 3+1 tocka
Izratun a = — -~ — in zapis a = —EE e, 3+4 totke

(D) UGOtOVIteV T1T9 = 307 — 4G « .t ettt ettt et e e e 3 tocke
Zapis 3a® —4a =3((a— 2)* — ) aliizratunp =2 ......... ... 3 totke
OdgOVOT @ = 2 ... 2 tocki

2. nadin.

(a) Enacenje z ni¢, npr. 22+ (2v/3a — D)o+ (30 —4a) =0 ..oovviiiiiiiiiiiiiae, 1 totka
Zapis 115 = _(2\/§a_1)i\/(2\§a_1)2_4(3a2_4a) inenafenje 11 =Ty ...ooviiiiiiiain. 143 tocke
Izratun a = — . — in zapis a = B PP 3+4 tocke

(b) IZraCun T12g = 302 — 4 ..o oottt e 3 tocke
Zapis 3a® —4a =3((a — 2)* — 3)aliizratunp =2 ......... ... 3 tocke
OdGOVOT @ = 3 .. 2 tocki

C

(@) Oznacimo notranji kot trikotnika ABC pri oglis¢u B z 3. Po kosinusnem izreku za trikotnik
ABTl je
|ATy|* = |AB|? + |BTy|* — 2|AB| - | BTy | cos 3.

Kerje |BTy| = §|BC| = § in cos 8 = (5&1 = |AB|, sledi

1 2
9 3

1 1

|AT,|* = |AB)? + |AB|? = 5+ g|AB|2.

Podobno po kosinusnem izreku za trikotnik ABT, velja
|ATy|* = |AB|? + |BTy|* — 2|AB| - | BT3] cos 3.

Z upostevanjem | BT,| = % in cos 3 = |AB| dobimo

4 4 4 1
|ATy|* = |AB)* + = — -|AB]* = - — =|ABJ*.
9 3 9 3
Obe izpeljani enacbi sestejemo in dobimo
1 4 5
AT P+ AP = -+ — = —.
| AT + | ATy 97979



Naloge za 3. letnik

(b) Po Pitagorovem izreku za trikotnik AT;75 velja

1
AT = [ATI] + [TTf = | AT + .

Ko slednje vstavimo v enakost iz tocke (a), dobimo | ATy [*+|AT1[*+§ = 2 oziroma 2| ATy |* =
4.0d tod sledi |AT}| = ¥

2. nacin.
(a) Tocko (a) dokazemo kot v prvi resitvi.

(b) Trikotnika ABT; in C' BA sta podobna, saj se ujemata v dveh kotih. Torej je

|AB|  |BC|
|BT1|  |AB|’
od koder sledi [AB[* = [BC| - |BT1| = 1 - § =  oziroma |AB| = . Iz Pitagorovega izreka

za trikotnik ABC sledi

1 2 V2
AC|=+/|BCP2 = |AB? =4/1— ==/ = —.
AC| = VIBEP=TABF = /1~ =2 v

Iz podobnosti trikotnikov ABT; in CBA sledi tudi

ATy |AC|
|AB| |BC|’
od koder izrazimo -
2 1
! |BC] 1 3

3. nacin.
(a) Tocko (a) dokaZemo kot v prvi reSitvi.

(b) Ker je premica AT} pravokotna na stranico BC, je ATj viSina trikotnika ABC' skozi oglisce
A. Ker je trikotnik ABC pravokoten s pravim kotom pri A, po viSinskem izreku velja

1 2 2

AT\> = |BTy| - |T\.C|==- = ==.

AT = BTy i = 12 =2

Torej je |AT| = \/7: ‘/TE

(a) Zapis |AT1|* = |AB|? + |BT1|* — 2|AB| - |BT1| cos 3, zapis cos § = _c = |AB], izratun
AT > = 54+ 3|AB| o 2+2+2 tocki
Zapis |ATy|* = |AB|* + \BT2|2 — 2]AB] | BT>| cos 8 in izra¢un [AT|* = § — £|AB|? 242 tocki
Izracun [AT1 2+ |[AD? = S+ 4 = 2. Lo, 4 totke
(b) Zapis |[ATo|? = [AT1> 4 § oo 2 to¢ki
Vstavitev |AT: |2 + |AT2|2 = Sinizralun [ATi| = Y2, ... 2+2 tocki

2. nadéin.



Naloge za 3. letnik

(a) Resitev naloge (a) tockujemo po 1. nac¢inu.

(b) Ugotovitev, da sta ABT; in C BA podobna, zapis Ilgf ‘I \l_c‘| in izraun |AC| = % 4141
tocka
Zapis ‘\ﬁ :gg\ in izratun |AT)| = % = ? ........................... 1+1+1 tocka

3. nacin.

(a) Resitev naloge (a) tockujemo po 1. nac¢inu.

(b) Zapis viSinskegaizreka............ ... . 2 tocki
Vstavitev podatkov v viSinski izrek in izra¢un |AT}| = ? ...................... 2+2 tocki



69. matemati¢no tekmovanje
srednjesolcev Slovenije
17. marec 2022

Naloge za 4. letnik (reSitve)

1.
(@) Spomocjo rekurzivne formule po vrsti izra¢unamo

a3 =2ay—a;=10—3 =7,
ay =2a3 —ay =14 —5=9,
as =2a4 —az3 =18 -7 =11,
ag = 2a5 —ay =22 —9 =13,
ar = 2a¢ — a5 = 26 — 11 = 15.

(b) Rekurzivno formulo preoblikujemo v a,,+9 — ant+1 = apt1 — a,. To pomeni, da je diferenca

med dvema zaporednima ¢lenoma zaporedja konstantna, zato je zaporedje aritmeti¢no.

(c) Vsota prvih n = 2025 ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja z diferenco d = a; — a; = 2 je enaka
2025 2025
g-(2a1 +(n—1)d) = = (2-3+2024-2) = = -2 2027 = 2025 - 2027 = 4 104675.

2. nadin.
(a) Na enak nacin kot v prvi resitvi po vrsti racunamo ¢lene zaporedja in dobimo a; = 15.

(b) Dokazimo, da je a,, = 2n + 1 na vsa naravna Stevila n. Uporabili bomo indukcijo. Prin =1
jeag =3=2-1+1,prin=2paay =5 =22+ 1, torej formula velja za prva dva ¢lena
in baza indukcije je izpolnjena. Denimo, da formula velja za neki dve zaporedni naravni
stevili nin n + 1, torej a, = 2n + 1in a,11 = 2(n + 1) + 1. Tedaj iz rekurzivne formule sledi

Upyo2 = 20p41 — A =2-2n+1)+1)—2n+1)=2-2n+3) — (2n+1)
=4dn+6—-2n—1=2n+5=2(n+2)+1,

torej formula velja tudi za naslednje naravno Stevilo. Po indukciji sledi, da formula velja
za vsa naravna Stevila n. Ker je a, = 2n + 1 za vsa naravna Stevila n, je zaporedje a,
aritmeti¢no z diferenco 2.

(c) Z upostevanjem a,, = 2n + 1 dobimo

2025 2025
a1+ az+as+ ...+ a5 = Y _(2n+1) =2-> n+2025.
n=1 n=1

Vsota prvih 2025 naravnih Stevil je enaka

2025

2025 - 2026
- 200 2000

2 )
n=1
torej je
2025
2025 - 2026
> @n+1)=2- 5 + 2025 = 2025 - 2026 + 2025 = 2025 - 2027 = 4104 675.
n=1
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Naloge za 4. letnik

(@) Izratunas =7,a4=9,a5 =11, a6 =13ina; =15 ........ ... .. 2+1+1+1+1 tocka

(b) Preoblikovanje rekurzivne formule ali izratun v a, 4o — Gpy1 = Gpy1 — Gy ooovvvnnt 3 tocke
Utemeljitev, da je zaporedje aritmeti¢no, ker je razlika dveh sosednjih ¢lenov konstantna 4
tocke

(c) Uporaba formule za izracun vsote (vstavia; =3, d=2inn =2025) ............... 4 tocke
[zracun vsote 4 104 675 ...ttt e e e 3 tocke

2. nacin.

(@) Izratunaz =7, a4, =9,a5 =11, a6 =13ina; =15 ....................... 2+1+1+1+1 tocka

(b) Ugotovitev, da je splo3ni ¢len zaporedja a, =2n+1 ...t 3 tocke
Dokaz zan = 1IN m = 2 ..o e 2 tocki
Dokaz implikacije ....... ... 2 tocki

(c) Zapis vsote Zi(fO]Z(Qn L) e 2 to¢ki
Upostevanje 3 272 n = B D e 2 tocki
[Zradun vsote 4 104 675 .ottt e et e e e 3 tocke

2.

(a) Mislimo si, da so kocke med seboj razli¢ne. Tedaj imamo (}) moznosti, kako izmed 5 kock

dolociti 2, na katerih padeta Sestici. Vsaka od teh moZnosti je enako verjetna, namrec,

na izbranih 2 kockah mora pasti Sestica, kar ze zgodi z verjetnostjo (1)”, na preostalih 3

kockah pa mora pasti med 1 in 5 pik, kar se zgodi z verjetnostjo (%)3. Verjetnost vsake
izmed moznosti je tako enaka ()”- (2)*. Torej je verjetnost, da pri metu 5 igralnik kock

padeta natanko 2 Sestici, enaka

5\ (1\* (5)° 5% 625
(=) (2) =102 = =,
2 6 6 6° 3888
(b) Oznacimo s P, verjetnost, da pri metu n postenih igralnih kock pade natanko 1 Sestica.
Moznosti, kako pade natanko 1 Sestica, je n, verjetnost vsake od teh moznosti paje #-(2)" .

Torej je
1 /5\"" n [(5\"
Po=n---[= = .= .
i) =5 ()

IS¢emo n, pri katerem bo P, najve¢ja moZna, torej iS¢emo maksimum zaporedja P,. Zapo-
redje P, narasca, ko je P, < P, oziroma

no(5Y' _n+l (5"
5 6 - 5 6

Neenakost je ekvivalentna 2 < 2! . 2 oziroma n < 5. Enacaj velja le pri n = 5. Torej,
zaporedje P, strogo narasc¢a do ¢lena P;, ¢lena P; in Fy sta enaka, od ¢lena Fy naprej pa
zaporedje strogo pada. Verjetnost P, je najvec¢ja moZna, ko je n = 5 alin = 6.

2



Naloge za 4. letnik

2. nadéin.

(a) Mislimo si, da so kocke med seboj razlicne. Tedaj je Stevilo vseh moZnih izidov pri metu
5 kock enako 6°. Prestejmo, $tevilo izidov, pri katerih padeta natanko 2 Sestici. Imamo (3)
moZnosti, kako izmed 5 kock izberemo 2, na katerih padeta Sestici. Na preostalih 3 kockah
mora pasti med 1 in 5 pik, kar se lahko zgodi na 5° na¢inov. Skupaj imamo torej (3) - 5°
izidov, pri katerih padeta natanko 2 Sestici. Verjetnost dogodka, da pri metu 5 igralnik

kock padeta natanko 2 Sestici, je torej enaka

(;)-5* 10-5° 625
6> 6> 3888’

(b) Oznac¢imo s P, verjetnost, da pri metu n postenih igralnih kock pade natanko 1 Sestica.
Vseh moznih izidov pri metu n kock je 6". Izide, pri katerih pade natanko 1 Sestica,
prestejemo podobno kot v tocki (a). Kocko, na kateri pade Sestica lahko izberemo na n
nac¢inov. Na preostalih n — 1 kockah pa mora pasti med 1 in 5 pik, kar se lahko zgodi na
5"~! natinov. Izidov, pri katerih pade natanko 1 Sestica, je torej n - 5”1, zato je

Pn:n.5n*1:ﬁ' ? TL‘
6™ 5) 6

Nadaljujemo na enak nacin kot v prvi resitvi.

(a) Zapis (g) INOZNOSEL v vttt e 2 tocki
Zapis verjetnosti, da na dveh kockah pade Sestica (1) ... 2 tocki
Zapis verjetnosti, da na preostalih treh kockah ne pade Sestica (%)3 ................ 2 tocki
Zapis, da je verjetnost enaka (3) - ()7 (2)% ... 2 tocki
[ZEaCUI g3 Lttt 2 tocki

(b) Zapis P, =n- ¢ - (g)n*1 ...................................................... 2+2+2 tocki
Utemeljena ugotovitevn =5alin =06 ..............o i 4 tocke

2. nadin.

(a) Zapis Stevila vseh izidov 6° ... 2 tocki
Zapis $tevila ugodnih izidov (3) - 5% ... ... o 2 + 2 tocki
5\ k3

Zapis verjetnosti (26)55 ............................................................ 2 tocki

v 625 o s
[ZraCun gog oo 2 tocki

(b) Zapis Stevila vseh izidov 6™ ..... ... . 1 tocka
Zapis Stevila ugodnih izidov n - 5™ Lo 2+2 tocki
Zapis P, = "'%Tl ................................................................. 1 tocka
Utemeljena ugotovitevn =5alin =6 ... 4 tocke



