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1. Naj bo n ≥ 3 liho naravno število. Določi vse nekonstantne monične
polinome P1, P2, . . . , Pn+2 z realnimi koeficienti, za katere velja Pn+1 = P1,
Pn+2 = P2 in

Pk(x) + Pk+1(x) = 2 · Pk+1 (Pk+2(x))

za vsako realno število x in naravno število 1 ≤ k ≤ n.

Opomba: Polinom je moničen, če je njegov vodilni koeficient enak 1.

2. Naj bo ABCD romb z včrtano krožnico ω. Naj boM razpolovǐsče stranice
AB in K taka točka na krožnici ω, da K leži v notranjosti romba ABCD
in je MK tangentna na ω. Dokaži, da so točke C, D, M in K konciklične.

3. Naj bosta n in k naravni števili, pri čemer je n ≥ 4. V ravnini leži n
premic, za katere velja, da nobeni dve nista vzporedni in se nobene tri ne
sekajo v isti točki. Na vsakem izmed n(n−1)

2 presečǐsč teh premic leži k
kovancev. Ana in Bor igrata igro. Vsak igralec na svoji potezi izbere eno
izmed presečǐsč, ki ne leži na isti premici kot presečǐsče, ki ga je v preǰsnji
potezi izbral nasprotnik, in s tega presečǐsča odstrani kovanec. Igro začne
Ana, ki lahko na prvi potezi izbere poljubno presečǐsče. Igralec, ki ne more
narediti poteze, izgubi.

Kateri igralec ima zmagovalno strategijo?

Naloge rešuj samostojno. Za reševanje imaš na voljo 4 ure 30 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali žepnega računala ni dovoljena.

Naloge so tajne do objave na spletni strani priprav.
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Rešitve

1. Trdimo, da je Pk(x) = x za vsak k. Ni težko videti, da ti polinomi res rešijo sistem enačb.
Pokažimo še, da ni drugih rešitev.

Prvi način:

Naj bo dk = deg(Pk) za vsak 1 ≤ k ≤ n. Ker je vodilni koeficient desne strani enačbe
enak 2, mora veljati dk = dk+1. Ker to velja za vsak k, sledi

d1 = d2 = d3 = · · · = dn,

torej so vse stopnje enake nekemu naravnemu številu d. Sedaj s primerjavo stopenj obeh
strani enačbe ugotovimo, da je d = d2, torej je d = 1. Ker so polinomi monični, lahko
torej pǐsemo Pk(x) = x+ ck za realna števila ck.

Sedaj določimo še proste koeficiente. Veljati mora

(x+ ck) + (x+ ck+1) = 2 · ((x+ ck+2) + ck+1),

oziroma ck + ck+1 = 2 · (ck+1 + ck+2). Sedaj definiramo realna števila ak = ck + ck+1.
Seveda velja a1 = an+1 in ak = 2 · ak+1 za vsak k. Tako lahko izrazimo

a1 = 2a2 = 4a3 = · · · = 2nan+1 = 2na1,

kar je mogoče samo, če je a1 = 0. Od tod sklepamo, da je ck + ck+1 = 0 za vsak k. Sedaj
lahko izrazimo še

c1 = −c2 = c3 = −c4 = · · · = cn = −cn+1,

saj je n liho število. Ker pa je cn+1 = c1, je to mogoče le, če je c1 = 0. Tako res sledi, da
je Pk(x) = x za vsak k.

Drugi način:

Podobno kot pri prvi rešitvi uvedemo oznake dk = deg(Pk). Stopnja leve strani je navzgor
omejena z max(dk, dk+1), stopnja desne strani pa je enaka dk+1 · dk+2. Od tod sledi

max(dk, dk+1) ≥ dk+1 · dk+2

za vsak k. Brez škode za splošnost predpostavimo, da ima polinom Pn+2 = P2 največjo
stopnjo dn+2 = d. Ker mora veljati

d ≥ max(dn, dn+1) ≥ dn+1 · d,

je edina možnost tako dn+1 = 1. V tem primeru zgoraj velja max(dn, 1) = d, kar je
mogoče le v primeru dn = d.

Sedaj lahko podoben razmislek naredimo za k = n − 2. Podobno sledi dn−1 = 1 in
dn−2 = d. To induktivno nadaljujemo, dokler ne pridemo do d2 = 1 in d1 = d. Ker pa je
1 = dn+1 = d1 = d, od tod znova sledi, da so vsi polinomi linearni.

Kot v prvi rešitvi znova uvedemo oznake Pk(x) = x + ck in ugotovimo, da mora veljati
ck + ck+1 = 2ck+1 + 2ck+2, kar je seveda ekvivalentno

2ck+2 = ck − ck+1.



Brez škode za splošnost predpostavimo, da je koeficient cn+2 največji po absolutni vre-
dnosti. Po trikotnǐski neenakosti sledi

2 |cn+2| = |cn − cn+1| ≤ |cn|+ |cn+1| ≤ 2 |cn+2| .

Enačaj zgoraj nastopi samo v primeru, ko velja |cn| = |cn+1| = |cn+2| in cn = −cn+1. Sledi,
da sta tudi koeficienta cn in cn+1 največja po absolutni vrednosti. Zgornji razmislek lahko
torej induktivno nadaljujemo, od koder dobimo

|cn+2| = |cn+1| = · · · = |c1|

in
cn+1 = −cn = cn−1 = −cn−2 = · · · = c2 = −c1,

saj je n liho število. Ker je cn+1 = c1, je to znova mogoče le pri ck = 0.

2. Uporabljamo usmerjene kote.

Naj bo X presečǐsče premic CD in KM . Trdimo, da je ∠XIM = 90◦. Res, naj bo ℓ
simetrala kota ∠KMA. Ker je MI simetrala kota ∠BMK, je ℓ ⊥ MI. Opazimo pa, da
je XI ∥ ℓ, saj sta to simetrali izmeničnih kotov. Res sledi XI ⊥ MI.

Ker ima očrtana krožnica trikotnika KMI po Talesovem izreku premer MI, je XI tan-
genta na to krožnico. Pokažimo še, da se XI dotika tudi očrtane krožnice trikotnika
DCI.

Po Talesovem izreku je M sredǐsče očrtane krožnice trikotnika ABI. Sledi, da je AMI
enakokrak trikotnik. Tako dobimo

∠DCI = ∠BAI = ∠AIM = 90◦ − ∠XIA = ∠DIX,

pri čemer smo upoštevali AC ⊥ BD in XI ⊥ MI. Po izreku o kotu med tangento in
tetivo je XI res tangentna tudi na to krožnico.
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Zaključimo s potenco točke na krožnico – ker je XI tangentna na očrtani krožnici triko-
tnikov KMI in CDI, velja

XK ·XM = XI2 = XC ·XD,

od koder sklepamo, da so točke C, D, M in K res konciklične.



3. Trdimo, da Ana zmaga natanko tedaj, ko je k liho število in n ≡ 2, 3 (mod 4). V vseh
ostalih primerih zmaga Bor. Ekvivalentno, Ana zmaga natanko tedaj, ko je število vseh
kovancev liho.

Dokazali bomo, da lahko presečǐsča razdelimo na nekaj parov in trojic, pri čemer nobeni
dve presečǐsči v istem paru/trojici ne bosta ležali na isti premici. Ko eden izmed igralcev
izbere kovanec, lahko tako drugi igralec izbere kovanec na presečǐsču v isti skupini, seveda
ob pogoju, da je na tistem presečǐsču še kakšen kovanec. Poleg tega bomo zahtevali, da
bo trojica največ ena.

Zgornjo trditev dokažimo z indukcijo. Naj Ai,j označuje presečǐsče i-te in j-te premice. Za
n = 4 lahko presečǐsča razdelimo v pare {A1,2, A3,4}, {A1,3, A2,4} in {A1,4, A2,3}. Podobno
lahko za n = 5 presečǐsča razdelimo v pare

{A1,2, A3,5} , {A1,3, A4,5} , {A1,4, A2,3} , {A1,5, A2,4} in {A2,5, A3,4} .

Naša indukcijska predpostavka bo, da lahko presečǐsča vedno razporedimo v pare in
trojice, pri čemer bo trojica največ ena. To smo za n = 4 in n = 5 res že preverili. Sedaj
nadaljujmo še s korakom n → n+ 2.

Vsa presečǐsča prvih n premic lahko po indukcijski predpostavki razdelimo na opisan
način. Preostane nam še 2n + 1 presečǐsč. Te najprej razdelimo v n − 1 parov oblike
{Ak,n+1, Ak+1,n+2} za k < n. Nato dodamo še par {An,n+1, A1,n+2}. Razporediti moramo
le še presečǐsče An+1,n+2. Če smo pri uporabi indukcijske predpostavke dobili trojico,
lahko trojico razdelimo – dobimo veljaven par, preostalo presečǐsče pa lahko damo v isti
par kot An+1,n+2. Tako smo dobili konfiguracijo s samimi pari. V nasprotnem primeru
imamo v konfiguraciji same pare, presečǐsče An+1,n+2 pa lahko tedaj dodamo poljub-
nemu paru iz indukcijske predpostavke, s čimer dobimo edino trojico. Trditev je s tem
dokazana.

Vrnimo se k igri. Predpostavimo najprej, da je število kovancev sodo. Če Ana izbere
kovanec na presečǐsču, ki nastopa v paru, lahko Bor vedno izbere kovanec na drugem
presečǐsču v paru. Če nimamo trojice, torej če je število presečǐsč sodo, Bor s to strategijo
zmaga. Predpostavimo torej, da imamo trojico – ker je število kovancev sodo, sledi, da
je k sodo število.

Na presečǐsčih v trojici kovance pobarvamo z modro, rdečo in zeleno barvo. Na prvih
dveh presečǐsčih pobarvamo po k

2
kovancev z modro, na prvem in tretjem po k

2
kovancev z

rdečo, na drugem in tretjem pa po k
2
kovancev z zeleno barvo. Vsakič, ko Ana izbere nek

kovanec, lahko Bor tako izbere kovanec iste barve na nekem drugem presečǐsču. Jasno
je, da bo vedno lahko naredil potezo, zato bo izgubila Ana.

Predpostavimo sedaj, da je kovancev liho. Posebej, to pomeni da je k liho število in da
smo v razdelitvi dobili trojico. V svoji prvi potezi lahko Ana vzame poljuben kovanec v
trojici. V ostalih dveh presečǐsčih v trojici si izbere po en kovanec in ju pobarva z rumeno
barvo. Preostale kovance lahko pobarva z modro, rdečo oziroma zeleno barvo na enak
način kot zgoraj, saj je na vsakem presečǐsču ostalo sodo mnogo nepobarvanih kovancev.
Sedaj lahko Ana s podobno strategijo kot Bor v preǰsnjem primeru vedno zagotovi, da
bo imela veljavno potezo, zato res ima zmagovalno strategijo.

Komentar 1: Z dodatnim pogojem n ≥ 8 lahko nalogo rešimo tudi z Diracovim izrekom:

Definiramo graf G, ki bo za vozlǐsča imel natanko vseh k · n(n−1)
2

kovancev. Kovanca
povežemo natanko tedaj, ko ne ležita na isti premici. Ni težko videti, da je stopnja



vsakega vozlǐsča enaka

k ·
(
n− 2

2

)
= k · (n− 2)(n− 3)

2
,

saj je presečǐsč, ki ne ležijo na isti premici kot izbrani kovanec, natanko
(
n−2
2

)
.

Na grafu G bomo uporabili Diracov izrek. Zato najprej preverimo, da je izpolnjen pogoj
s stopnjami. Veljati mora

k · (n− 2)(n− 3)

2
≥ 1

2
· k · n(n− 1)

2
,

kar je ekvivalentno
2(n− 2)(n− 3) ≥ n(n− 1),

oziroma (
n− 9

2

)2

≥ 33

4
.

Ker pa je n− 9
2
≥ 7

2
, je zgornja neenakost res izpolnjena.

Po Diracovem izreku torej v G obstaja Hamiltonov cikel. Ločimo dva primera:

i) Vozlǐsč je sodo mnogo. V tem primeru Bor v ciklu izbere vsako drugo povezavo – s
tem smo našli popolno prirejanje. Zaključimo kot v zgornjih rešitvah.

ii) Vozlǐsč je liho mnogo. V tem primeru si lahko Ana na začetku izbere poljuben kova-
nec, vse ostale pa razdeli v pare tako, da izbere vsako drugo povezavo v preostanku
Hamiltonovega cikla.

Komentar 2: Kljub temu, da za manǰsa števila n Diracov pogoj ni izpolnjen, bi koga
lahko zamikalo, da bi Hamiltonov cikel za majhne grafe poiskal na roke. Seveda se to
zalomi pri n = 4, saj v tem primeru graf sploh ni povezan. Malo težje je opaziti, da graf
ni hamiltonski za n = 5 – v primeru k = 1 namreč dobimo Petersenov graf. Nalogo lahko
z nekaj truda vseeno rešimo z uporabo teorije grafov, če uporabimo Tutteov izrek.


